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Abstract
トポロジカル絶縁体はスピン偏極したディラックコーン型の表面状態を持つため、物理的に興
味深いのみならずスピントロニクスデバイスへの応用が期待される物質である。トポロジカル絶
縁体のディラックコーンの電子は、運動量に対して直交する方向にスピンが向くという特徴があ
る。この特徴がもたらす性質の一つに、後方への散乱が抑制されるというものがあり、ミクロス
コピックなスケールでは検証が進んでいる。しかし、ミクロスコピックなスケールでの散乱の性
質がマクロスコピックな伝導現象としてどのように表れるのかはいまだ検証がされていない。
本研究では、トポロジカル絶縁体薄膜表面の 1原子ステップを横切るときの抵抗を調べるため、
Bi2Te3および Bi2Se3薄膜を微傾斜 Si(111)基板上に作製し、正方 4探針法で抵抗率を測定した。
傾斜した基板の上に薄膜を蒸着することで薄膜も傾斜し、特定の方向に多くのステップが走る構
造が得られる。また、抵抗率測定に正方 4探針法を採用することでステップ平行方向と垂直方向
の両方を独立に測定することができる。測定の結果、Bi2Te3とBi2Se3ともにステップ垂直方向の
抵抗率が平行方向のそれよりも大きい値が得られた。この抵抗異方性から、1原子ステップが有限
の抵抗率を持ち、そのためにステップを横切る方向の抵抗率が高く出るといえる。詳細な解析の
結果、ステップ抵抗の大きさは Bi2Te3のほうが Bi2Se3よりも大きいことが明らかになった。こ
れは、Bi2Te3のフェルミ面の形状が、等方的な円形であるBi2Se3の場合と比べて 6回対称の形状
に歪んでおり、それによって散乱されやすくなるためであると考えられる。
適切に Pbドーピングされた Bi2Te3はフェルミ準位がバンドギャップ内にある。この状態では
バルクの影響はなくなり、トポロジカル表面状態だけが伝導に寄与する。そこで、Pbドープの
Bi2Te3微傾斜薄膜を作製し、そこでのステップ抵抗を測定した。10%前後のPb濃度を境にステッ
プ平行 2次元抵抗率やステップ抵抗率などの電気伝導特性が変化した。これは、バルクの寄与が
Pbドーピングによって抑制された結果であると考えることができる。バルクバンドギャップ中に
フェルミエネルギーがあるサンプルのステップ透過率は 0.5とバルクバンドをフェルミ準位が横切
る試料の 0.05の 10倍程度の値を示した。表面からバルクへの散乱が減少し、フェルミ面の歪みが
少ないことが影響していると解釈できる。
Bi2Te3 などは、2次元トポロジカル絶縁体であると理論的に予測されている Bi単一 2原子層
(Bi-1BL)の成長基板としても知られる。微傾斜 Bi2Te3 および Bi2Se3 薄膜を基板として Bi-1BL
を成長させ、その抵抗率を正方 4探針法で測定した。Bi-1BLはステップの部分でエッジ状態を持
つ可能性があり、それを伝導チャネルとする伝導の測定も狙いである。得られたステップ平行、垂
直方向の抵抗率は差が少なく、ステップ抵抗が基板のみの場合に比べて小さいことが明らかとなっ
た。この結果は、Bi-1BLの蒸着で表面の電子状態が変わり、ステップで電子が感じるポテンシャ
ル障壁が変化したことを意味する。抵抗率の差が小さいということで、エッジ状態による顕著な
伝導も確認されなかった。また、低温に冷却するとステップ平行方向には抵抗率上昇が見られず、
ステップ垂直方向には抵抗率が上昇した。この異方的な抵抗率温度依存性は従来のホッピング伝
導や弱局在の理論からは説明が難しい現象であることが判明した。
本研究では、トポロジカル絶縁体の原子ステップの抵抗を測定し、原子ステップはトポロジカル
絶縁体においても、トリビアルな物質と同様に散乱体として働く場合があることを明らかにした。
しかし、フェルミ面ワーピングの効果がないトポロジカル物質では、ステップにおけるキャリアの
透過率は高く、トポロジカル絶縁体の性質として知られる後方散乱の抑制と矛盾なく説明できる。
また、ステップの透過率は、フェルミ準位を変調したり、原子の蒸着で表面の電子状態を変える
ことで制御できることも示された。これらの成果から、ステップの透過特性がトポロジカル絶縁
体表面のフェルミ面の大きさや形状などの電子状態を反映したパラメータの一つであるといえる。
Abstract
Topological insulator is a material with spin-polarized Dirac-cone-like surface states. It is
much interesting not only in light of basic science but also from the viewpoint of spintronics.
The topological surface state has a peculiar property that the spin direction of an electron
is perpendicular to its momentum. That property leads to the suppression of backscattering,
which was conrmed by microscopic measurements. However, the inuence of the suppressed
backscattering is still unknown from the viewpoint of macroscopic electrical conduction.
In this work, Bi2Te3 and Bi2Se3 ultrathin lms were grown on a vicinal Si(111) substrate and
their resistivities were measured by the square four-point probe method in order to investigate
the resistance across an atomic step on the topological insulators. The topological insulator lms
grown on a vicinal substrate should have atomic steps running perpendicular to the direction
toward which the substrate is tilted. The square four-point probe method makes it possible to
obtain the resistivities parallel to and perpendicular to the steps independently. Consequently,
the resistivity perpendicular to the steps was turned out to be larger than that parallel to the
steps. This anisotropic resistivity means that an atomic step has a nite resistance, which in-
creases the resistivity perpendicular to the steps. Further analyses found that the step resistance
is larger on Bi2Te3 than on Bi2Se3. This can be explained by the fact that Bi2Te3 has a Fermi
surface warped more than Bi2Se3, which causes more scattering probability.
Bi2Te3 properly doped by Pb has its Fermi level between the band gap of the bulk states. In
this case, only the topological surface states contribute to the electrical conduction. Therefore,
vicinal Pb-doped Bi2Te3 lms were prepared and their step resistance was measured. Their
electrical properties such as two-dimensional resistivities and step resistances changed after Pb
concentration exceeded about 10%. This is likely to be attributed to the suppression of the
contribution from bulk states to the electrical conduction by Pb doping. The step transmission
probability of bulk insulating samples was 0.5, which is 10 times as large as that of sample with
its Fermi level across the bulk conduction band. This can be explained as follows. Because
there were no bulk states on the Fermi surface and the Fermi level was near the Dirac point,
the surface-to-bulk scattering and the Fermi surface warping, which disturbs the transmission,
were suppressed.
Bi2Te3 and Bi2Se3 are known as an appropriate substrate for growing Bi single bilayer (Bi-
1BL), which is theoretically predicted to be a two-dimensional topological insulator. Bi-1BL was
grown on vicinal Bi2Te3 and Bi2Se3 thin lms as a substrate and its resistivities were measured
by the square four-point probe method. Experiments were performed not only to measure the
step resistance but also to detect the possible edge-state conduction along the step edge on
Bi2Te3 or Bi2Se3. As a result, the dierence of the resistivities between the two directions was
small compared with the case of bare Bi2Te3 or Bi2Se3. These results suggest that the deposition
of a Bi-1BL on Bi2Te3 or Bi2Se3 changes the potential barrier at an atomic step. The existence
of edge conduction was not supported from the anisotropy. By cooling the Bi/Bi2Te3 , the
resistivity perpendicular to the steps became larger while that along the step did not change.
This phenomenon cannot be explained by conventional hopping conduction model and weak
localization.
In this work, resistances of atomic steps on topological insulators were measured. It was
revealed that atomic steps on topological insulators sometimes work as scatterers like trivial
8materials. However, it was found that, in the case of topological insulator without Fermi surface
warping eect, the transmission probability through a step is high because the backscattering
is suppressed. Moreover, the transmission probability can be tuned by changing Fermi level or
electronic states itself by additional deposition. All the results above show that transmission
property is a parameter which reects the property of topological insulator.
9第1章 序論
1.1 研究の背景
1.1.1 トポロジカル絶縁体
バンドギャップを持つあらゆる絶縁体は、自明な絶縁体 (トリビアル絶縁体)と非自明な絶縁体
(トポロジカル絶縁体)に大別される [1,2]。この区別が存在することは 2000年代半ばに提唱された
比較的新しい概念である。トポロジカル絶縁体はトリビアル絶縁体とは異なる特徴を持っている。
第一に、バルクとしての性質は絶縁体だが表面に必ず金属的な伝導チャネルを持つ [3,4]。トポ
ロジカル絶縁体は無限に広がる系を考えるとトリビアルな絶縁体と同じくバンドギャップを持つ半
導体である。ところが、トポロジカル絶縁体がトリビアル絶縁体 (真空含む)と接合したとき、そ
の界面にバンドギャップの上下の状態をつなぐ金属的な状態が現れる。ここで重要なのは金属的な
状態の出現が保証されていることである。金属的な表面バンドを持つ半導体という系は従来も認
識されていた。そのような従来の表面バンドは、何らかの摂動が加わると容易に混成してバンド
ギャップを生じうる。しかし、トポロジカル絶縁体の表面バンドは小さな摂動ではバンドギャップ
を生じることはない。これは、表面バンドが生じる理由がトポロジカル不変量と呼ばれる整数が
1だからである。トポロジカル不変量が定義できる時間反転対称性が保証されている限り、不純物
ポテンシャルなどの摂動が存在しても表面状態は金属的であり続ける。
第二に、金属的な伝導チャネルがスピン偏極したディラックコーンを形成する。ディラックコー
ンは、エネルギー固有値が結晶運動量の絶対値に比例する分散があると出現する。ディラックコー
ンは有効質量が 0とみなせるため、高速に動作するデバイスなどの応用が期待される。同じくディ
ラックコーンを持つ系であるグラフェンと異なるのは、各状態がスピン偏極していることである。
スピンの向きは運動量と直交する。フェルミエネルギー以下のあらゆる状態を積分するとスピン
の総和は 0であるため、自発磁化を持っているわけではない。むしろ、運動量とスピンが直交す
るという性質を利用したデバイスがいくつか提案されている [5]。
トポロジカル絶縁体が応用方面で期待される理由の一つが、トポロジカル表面状態が散乱され
にくいとされていることである。一般に、一切不純物のない系では運動量を保ったままキャリア
は運動し続ける。実際にはいくらかの不純物 (またはフォノン散乱や電子間散乱)が存在し、運動
量を飛び移りながら運動する。ある運動量からある運動量へどの程度移りやすいかは、散乱ポテ
ンシャルを各状態で挟んだ内積 hf jV jiiからわかる。トポロジカル絶縁体表面状態では 180度逆
向きの運動量は 180度逆向きのスピンをとる。散乱ポテンシャルがスピンを含まなければ、どの
ようなポテンシャルであっても hf jV jii = 0となり、散乱は実現しない。これは完全後方散乱の
禁止と呼ばれる [6]。180度でなくとも、自明な状態と比べてトポロジカル表面状態では大きな角
度の散乱は抑制される。したがって、トポロジカル絶縁体を用いれば、ディラックコーンによる
小さな有効質量とも相まって高い移動度が得られると予想される。
トポロジカル絶縁体表面での散乱の性質を調べる試みは、トポロジカル絶縁体の発見以来続け
られている。特に盛んに行われているのは、走査トンネル分光法 (STS)による準粒子干渉 (QPI)
測定である [6,7]。トポロジカル絶縁体に限らず、結晶中の電子は格子などとの相互作用しつつ真
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空中の電子とは異なる質量をもつ準粒子として扱われる。結晶運動量 kを持つ準粒子の波動関数
は   eikxで表される。これが不純物ポテンシャルなどによって運動量が k0の状態へ散乱される
とする。このとき散乱波も含めた波動関数は、散乱振幅 rを伴って
  eikx + reik0x (1.1)
へと変更される。
走査トンネル分光法 (Scanning Tunneling Spectroscopy, STS)は走査トンネル顕微鏡法 (Scan-
ning Tunneling Microscopy, STM)から派生した手法である。STMでは探針を試料表面に極限ま
で近付け、電圧 V をかけて流れるトンネル電流 I を測定する。トンネル電流の大きさは試料まで
の距離と、フェルミエネルギー から  + eV の局所状態密度 (Local Density of States, LDOS)
をエネルギー積分したものに依存する。したがって、dI=dV は LDOSを表すことになる。STSは
各位置で dI=dV を測定する手法であり、LDOSを実空間マッピングすることができる。LDOSは
波動関数の絶対値の 2乗で表される。先ほどの準粒子の場合 ((1.1)式)、
LDOS(x) = jeikx + reik0xj2 (1.2)
= 2 + 2jrj cos((k0   k)x+ ) (1.3)
で表される。ただし、r = jrjei。つまり、kからk0への散乱パスが存在すると、LDOSは波数ベク
トル k0 kの方向に振動する波としてあらわれる。これが準粒子干渉 (Quasiparticle Interference,
QPI)である。実際の系では様々な波数の散乱パスが存在するため、重ね合わせの波として現れ
る (QPIパターン、図 1.1(a))。しかし、QPIパターンをフーリエ変換することで、散乱ベクトル
k0   kが逆空間上で明らかになる (図 1.1(b))。QPIパターンの形状は、電子状態の等エネルギー
面の形状に依存する。例えば、等エネルギー面がフェルミ波数 kF の円形である場合、QPIパター
ンのフーリエ変換は最大の散乱ベクトル (180方向後方への散乱)(+kF )  ( kF ) = 2kF の円にな
る [8]。しかし、トポロジカル絶縁体ではトリビアルな物質での QPIとは異なる特徴を持つこと
が報告されている。図 1.1はBi1:5Sb0:5Te1:7Se1:3表面で行われたQPIパターンマッピングである。
Bi1:5Sb0:5Te1:7Se1:3はおおよそ円形のフェルミ面を持つので、QPIのフーリエ変換は逆空間上で
2kF の円を描くはずである。しかし、実際にはそれより小さな散乱ベクトルの寄与しか認められ
なかった (図 1.1(b))。ここから、Bi1:5Sb0:5Te1:7Se1:3の準粒子は 100以上の後方へ散乱されない
ことが分かる。このように、STSを用いて干渉パターンを測定することで、トポロジカル絶縁体
表面状態の性質である後方への散乱の抑制が確認されている。
1.1.2 ナノスケールの構造体の電気伝導測定
トポロジカル絶縁体はその特異な性質から、電子工学的な応用が見込まれている。その時に考
慮に入れなければならないのは、ナノスケールの構造から受ける抵抗である。そのような構造の
例は、表面に存在する原子ステップである。原子ステップは、例えば代表的なトポロジカル絶縁
体である Bi2Te3や Bi2Se3の場合約 1 nmである。通常の金属導線などで電子を輸送する際には、
導線全体に波動関数が広がっているため、表面にある 1 nmのステップの影響は限定的であると思
われる。しかし、トポロジカル絶縁体は表面を流れるため、1 nmの凹凸の存在は無視できない影
響を及ぼす可能性がある。ステップの抵抗率 step、ステップ以外のトポロジカル絶縁体表面抵抗
率 s、導線の幅W、長さ Lとすると、この導線の抵抗は
sL+ step
W
となる。L;W ! 0の極限
で主要な項は stepで支配され、構造が微細化するほどステップの抵抗が支配的になる。そのよう
なステップの散乱体に対して、後方散乱を受けないのでステップ抵抗は小さく、問題にならない
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(b)
図 1.1: (a)Bi1:5Sb0:5Te1:7Se1:3表面上の実空間 LDOS。(b)(a)をフーリエ変換したもの。黄色の円
はトポロジカル絶縁体の後方散乱の抑制効果がないとしたときに予想される散乱ベクトル 2kF [7]。
と考えることもできる。しかしながら、ミクロスコピックな測定で判明した完全後方散乱の抑制
が、どのような形で電子輸送現象に現れるのかはいまだ調べられていない。
トポロジカル絶縁体に限らなければ、ステップの抵抗を調べる試みは幾つかなされてきた。Mat-
suda et al.は、Si(111)(
p
3p3)-Agの 1原子ステップの抵抗を調べるため、面方位が (111)から
少し傾いた微傾斜 Si基板上に試料を作成し、その電気伝導を正方 4探針法で測定した [9]。面方位
が h112i方向に傾いているため、[110]に沿って多数の 1原子ステップが並ぶ。また、正方 4探針
法では、直交する 2軸方向の電気抵抗率を独立に測定することが可能である。図 1.2(a)に示され
るように、正方形に配置した探針で流す電流のステップに対する角度を変えることで、抵抗値が
変化する。ステップに平行な方向に電流を流すと抵抗が低く、垂直な方向に流すと抵抗が高く出
る。この結果を解析するとステップを横切る方向と横切らない方向の抵抗率が得られ、その差分
とステップ密度からステップ 1本の単位長さ当たりの伝導度 3 103
 1m 1が導かれた。さらに
筆者らは、ステップ周辺におけるQPIパターンを測定した。ここでの目的は、散乱ベクトルを得
るのではなく (1.3)式の位相 を求めることにある。の起源は散乱振幅であり、これはステップ
の散乱ポテンシャルの情報を含む。散乱ポテンシャルが分かると電子 (準粒子)のステップに対す
る透過率が分かるため、位相 を知ることで透過率が求められる。透過率とフェルミ波数 kF から
ステップの伝導度が分かり、9 4 103 
 1m 1が得られ、正方 4探針の結果とオーダーの一致
を見せた。ここから、ミクロスコピックなステップの透過という現象がマクロスコピックな抵抗
として表れていることが分かる。
ステップの伝導度を測る別の方法として、ステップに電流を流し、ステップ前後の電圧を測定
するという直接的な方法もある。この目的を達成するためにはステップ程度の間隔 ( nm)で電
圧測定がされなければならない。これを可能にするのが走査トンネルポテンショメトリ法 (STP)
である。STMから派生した手法で、非接触・原子オーダーの分解能で電位を実空間マッピングで
きる。Homoth et al.は独立駆動 4探針 STMのうち 2探針を使って電流を流し、さらに 1本で
参照電位をとり、残りの 1本で STPを Si(111)(
p
3  p3)-Agで行った [10]。図 1.3(a)と (b)は
Si(111)(
p
3p3)-Agで電流を流しながら行われたそれぞれ STMトポグラフィ像と STPによる
電位マッピングである。(a)におけるステップの位置で (b)で電位が急激に変化することが確認で
きる。この結果から、1原子ステップの抵抗はステップに挟まれたテラス部分の抵抗よりも相当に
大きいことが分かる。得られたステップ抵抗は 3:2 0:5 103
 1m 1であり、正方 4探針の場合
と矛盾のない結果が得られている。
12 第 1章 序論
(a) (b)
図 1.2: (a)vicinal-Si(111)(
p
3p3)-Agの正方 4探針測定による抵抗値角度依存性。(b)上が STM
トポグラフィ像。下が STSによる dI=dV 像 [9]。
(a) (b)
図 1.3: Si(111)(
p
3p3)-Agで行われた (a)STMトポグラフィ像と (b)STP電位マッピング [10]。
ここまで、Si(111)(
p
3p3)-Agにおける原子ステップの伝導度に関する研究を取り上げた。こ
の系はトポロジカル的な観点からはトリビアルな系に分類される。Matsuda et al. の研究からは
ステップに対する透過率が 0.3程度である。すなわち、7割の電子がステップで反射され電荷を輸
送することができない。一方、トポロジカル絶縁体表面では、ステップを透過しようとする電子
が反射され後方へ散乱されるという現象は抑制されるはずである。したがって、トポロジカル絶
縁体の表面にあるステップの抵抗を測定すれば、Si(111)(
p
3  p3)-Agと比べて小さいことが予
測される。しかしながら、現在までトポロジカル絶縁体の表面ステップによる抵抗を測定したと
いう報告はなされておらず、現時点での課題となっている。
1.2 本研究の目的
本研究の目的は以下の 2つである。
 トポロジカル絶縁体の表面に存在する原子ステップの抵抗を測定する。
 原子ステップの抵抗が、電子密度や表面状態の修正によって受ける影響を調べる。
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上に挙げた目的を達成するために次の測定を行った。
 Bi2Te3およびBi2Se3薄膜を微傾斜 Si基板上に成長させステップ垂直、平行の 2方向の抵抗
率を正方 4探針法で測定した。
{ 温度を室温に固定し、膜厚を変化させて測定した。
{ 膜厚を固定し、温度を変化させて測定した。
 Bi2Te3に Pbをドープして電子密度を変化させ、各試料に対して正方 4探針法で 2方向の抵
抗率を測定した。
 微傾斜Bi2Te3およびBi2Se3薄膜にBi-1BLを蒸着して、正方 4探針法で抵抗率を測定した。
{ 温度を室温に固定し、膜厚を変化させて測定した。
{ 膜厚を固定し、温度を変化させて測定した。
ステップのある微傾斜 Si基板に Bi2Te3や Bi2Se3を成長させることで、特定方向に走るステップ
を多数持つ微傾斜薄膜を作成する。膜厚を変化させて測定するのは、膜厚に依存しない表面成分
と依存するバルク成分を切り分けて議論する狙いがある。温度変化させての測定は、抵抗率の起
源を議論するために行う。Bi-1BLを蒸着させての測定は、Bi2Te3および Bi2Se3の電子状態を変
化させ、そのときのステップ抵抗に対する影響を調べるためである。
1.3 本論文の概要
第 1章では、本研究の導入として背景と目的を述べる。第 2章で本研究で用いた装置である、集
束イオンビーム複合型独立駆動 4探針走査トンネル顕微鏡装置 (FIBSTM)とその周辺の実験手法
について述べる。第 3章では、電気伝導にかかわる基礎知識とトポロジカル絶縁体について解説
する。トポロジカル絶縁体の理論的な背景は付録とした。実験結果はテーマごとに 3章に分けて
記述する。第 4章では Bi2Te3および Bi2Se3微傾斜薄膜におけるステップ抵抗を定量的に議論す
る。その結果として、Bi2Te3とBi2Se3においてステップ抵抗が異なることを示し、その起源を議
論する。第 5章では、Bi2Te3に Pbをドープして電子密度を変調し、その影響でステップ抵抗が
どのように変化するか、またその起源を議論する。第 6章では、Bi2Te3および Bi2Se3に Biを蒸
着し、ステップ抵抗の大きさを評価する。ここでもBi2Te3とBi2Se3のときとで振る舞いが異なっ
ていることが判明したため、その原因を探る。第 7章で、本研究の成果をまとめる。
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査トンネル顕微鏡
この章では、本研究で用いた集束イオンビーム複合型独立駆動 4探針走査トンネル顕微鏡とそ
れに関連する実験手法の原理について述べる。
2.1 装置概要
集束イオンビーム複合型 4探針走査トンネル顕微鏡 (Independently Driven Four-tip Scanning
Tunneling Microscope Combined with Focused Ion Beam, FIBSTM)は、集束イオンビーム (Fo-
cused Ion Beam, FIB)装置を従来型の4探針走査トンネル顕微鏡 (Scanning Tunneling Microscope,
STM)に複合させた装置である。この装置の特徴は、薄膜成長と表面超構造の作成、FIBによる
加工、4探針法による電気伝導測定、STM及び SEM観察がすべて超高真空中で in situで (その
場で)可能な点である。従来の 4探針 STM装置では一様平坦な試料表面に作られた薄膜や表面超
構造の測定のみが可能であった。FIB装置を複合し試料表面に微細加工を施すことで、有限サイ
ズの領域に限定された表面の電気伝導を調べることができる [11]。
FIBSTM装置の外観を図 2.1に示す。STMチャンバー、試料準備室、FIBチャンバー、ロード
ロックの 4つの超高真空チャンバーが真空用バルブを介して複合している。ロードロックを除く
3つのチャンバーにはイオンポンプが取り付けられ、10 10Torr台前半の超高真空を維持できる。
すべてのチャンバーは圧空 (圧縮空気)を利用した除震台の上にあり、床からの 1kHz以上の高周
波振動を取り除く。
試料準備室ではサンプルの作成を行う。複数の蒸着源を導入できるのでセレン化ビスマスの
ような化合物の薄膜も作製可能である。反射高速電子線回折 (Reection High Energy Electron
Diraction, RHEED)のための電子銃と蛍光スクリーンも設けられ、蒸着しながらの膜質確認お
よび表面超構造の確認ができる。
FIBチャンバーでは FIBによる微細加工を行う。ここには 1つのサンプルホルダーが 4軸 (水平
2軸移動、仰角、面内回転)可動ステージの上に備わっていて、その上にFIBカラムが設置されてい
る。微細加工だけでなくイオンビーム励起 2次電子による顕微鏡 (SIM, Scanning Ion Microscope)
としても使える。
探針およびサンプルはロードロックを介して装置内へ導入される。容積が小さく数時間のベー
キングで超高真空に達する。探針やサンプルの交換の際にはロードロックのみをベントして、交
換後再び超高真空にして試料準備室に導入する。
2.2 4探針STM
走査トンネル顕微鏡 (Scanning tunneling microscopy, STM)は探針と試料との間に流れるトン
ネル電流をプローブすることで原子レベルの分解能を得られる顕微鏡である。1983年にBinnigと
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図 2.1: (a)FIBSTM装置の外観。(b)FIBSTMの上面図。
Rohrerが開発し、以後様々な表面の実空間マッピングが行われている [12]。図 2.2に STMの概略
を示す [13]。先端が非常に鋭い (先端半径数百 nm)金属探針を 1nm以下程度にまで試料表面にア
プローチして試料に電圧をかけると、探針と試料の間をトンネル電流が流れ始める。
STM像を得るには、探針の高さを一定にしてトンネル電流をマッピングする高さ一定モードと、
トンネル電流が一定になるように探針の高さを変えてその高さをマッピングする電流一定モード
がある。高さ一定モードではフィードバック等を待つ必要がないため高速スキャンが行える反面、
サンプルが傾いていたり 1nm以上の凹凸があるとクラッシュの危険がある。電流一定モードでは
フィードバックをかける時間の分だけスキャンスピードは落ちるが、試料と距離を一定に保った
ままスキャンするのでクラッシュの心配がない。応答速度とスキャン速度の兼ね合いで両者を使
い分ける。
2本以上の探針を持つ多探針 STMを使うと、通常の 1探針の STMよりも多種多様な測定が可
能になる [14{18]。例えば、2本の探針で電流を流しつつ 1本の探針を適当なフィードバックをか
けてスキャンすれば表面電位マッピングが行える (走査トンネルポテンショメトリ法、Scanning
Tunneling Potentiometry, STP) [10]。2本の探針を同時にトンネルコンタクトし、一方の電圧を
走査し他方に流れる電流を測定すれば、1電子グリーン関数が測定できるという提案もなされてい
る [19,20]。ただ単に表面にコンタクトをとってその点から電流を注入し、または電位を測定する
ことで電気伝導測定が行える。STM探針の先端は非常に鋭く、表面敏感な電気伝導測定を行う上
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図 2.2: STMの概略図 [13]。
で重要な端子間距離を小さくできるため (図 2.3)、多くの表面電気伝導測定が多探針 STMで行わ
れている。表面敏感な電気伝導測定の手法として他にマイクロ 4端子プローブ法 [21]があるが、
探針間隔を変えての測定 [22]やミクロ正方 4端子法による異方的な電気伝導の測定 [23]などは、
探針配置の高い自由度を生かした多探針 STMでのみ可能な実験である。
2.3 独立駆動の機構
STMチャンバーには 4つの探針ステージと 1つのサンプルステージが備えられ、ここで 4探針
電気伝導測定や STMを行う (図 2.4)。4つの探針ステージとサンプルステージにはそれぞれ専用
の探針ホルダー・サンプルホルダーを着脱可能であり、探針とサンプルの交換が容易に行える仕
組みになっている。探針はトンネル電流を検出してそれにフィードバックをかけることでトンネ
ルコンタクトを維持できる。トンネル電流 I は次式で表される。
I =
Z eV
0
s(E)t( eV + E)T (R; eV;E)dE。 (2.1)
T (R; eV;E)は探針と試料の距離がRで試料に電圧 V をかけたときにエネルギーEをもつ電子が
トンネルする確率で、WKB近似の下で計算すれば
T (R; eV;E) ' exp
 
 2R
p
2m
~
r
s + t
2
+
eV
2
  E
!
(2.2)
となる [24]。トンネル確率、すなわちトンネル電流の大きさ I が試料探針間距離Rに対して指数
関数的に依存するので、試料探針間距離のわずかな違いがトンネル電流に反映される。このよう
に、トンネル電流の維持には探針とサンプルの距離を精密に制御する必要があり、これを達成する
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図 2.3: 探針間隔に対する電流パスの違い。(a)探針間隔が広い場合、電流のほとんどがバルクを
伝導してしまう。(b)探針間隔が狭い場合、電流のほとんどが表面と空間電荷層を伝導する [22]。
ためにピエゾ素子による探針の駆動を行う。ピエゾ素子は電場をかけると一定の方向にひずむ性
質を持つ。この装置では互い違いに積層したピエゾ素子の一方をサンプルホルダーに接着し、も
う一方の先に探針を取り付けている。ピエゾ素子にかける電圧を調節することで探針とサンプル
の距離を変えている。最大 150Vの印加で 1mほど駆動される。
図 2.4: 4探針 STM。4つの探針は独立に駆動できる。
上で述べたトンネルコンタクト用のピエゾ素子とは別に、探針ステージには粗動のためのピエ
ゾ素子が 3軸 (X,Y,Z)用意されている。サンプルステージには 2軸 (X,Y)のみである。粗動機構
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による駆動は、主に探針やサンプルの交換時とサンプル上で測定箇所を大きく変えたいとき、さら
に探針をサンプルまで目視できる範囲でアプローチするときに用いられる。ステージの駆動は積
層ピエゾをスティックスリップ運動させることによって得られる。ステージに取り付けられた積層
ピエゾは、一方はステージに接着され、もう一方には磁石、ルビーボールが順番に接着されてい
る。(図 2.5(a)(d)(e)) ルビーボールは、土台となる部分に張り付けられたサファイア板と接触して
いる。磁力によりルビーボールは土台に押しつけられる方向の力がかけられている。この状態で
ピエゾにかける電圧をゆっくり変えていったときは、ルビーボールとサファイア板の接触部分は
静止摩擦力により固定された状態で、ステージのほうが駆動される (スティック、図 2.5(b))。ピエ
ゾにかける電圧を急激に変化させた場合は、ルビーボールはサファイア板の上を滑り (スリップ、
図 2.5(c))、ステージは大きな質量のためその場にとどまる。図 2.5のように、繰り返しパルスを
打つことで最大 1秒間に 1mm弱の粗動を行うことができる。
V
t
V
t
V
t
(a) (b) (c)
(d) (e)
Stage
Piezo ceramics
Magnet
Ruby sphere
Saphire plate
図 2.5: ピエゾ素子による粗動駆動。(a)初期の状態。(b)ゆっくりと電圧を上げ、ピエゾ素子を変
形させる。摩擦のためにピエゾの台との接触点は変わらない。(c)急激に電圧を 0にして元の状態
に戻す。慣性のために上部の構造は動かず、ピエゾと台との接触点が滑って前へ移動する。(d)実
際のピエゾ駆動機構。黄色の点線で囲んだ部分に積層ピエゾ、磁石、ルビーボールが一体となり、
上面で土台と接着されている。(e)(d)を上下に取り外した形。黄色の点線がピエゾで、ルビーボー
ルが見える。だいだい色の点線がルビーボールの接触面であるサファイア板。
4探針ユニット全体は図 2.6で示す冷却機構の上に設置されている。冷却機構は外タンク、内タ
ンク、1Kポットからなる。外タンクは液体窒素を入れて内タンクへの熱の流入を抑える役割をす
る。内タンクは液体ヘリウムをためる場所である。1Kポットと 4探針ユニットは熱的に接触して
いる。1Kポットをロータリーポンプなどを使って排気すると、液体ヘリウムが 1Kポットに吸い
込まれる。この吸い込みの速度は 1Kポットと内タンクの間にあるニードルバルブによって調節で
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きる。1Kポットでは吸い込まれた液体ヘリウムが蒸発する際に潜熱を奪って温度を下げる。平衡
に達した時の温度は、理想的にはヘリウムの蒸気圧曲線と 1Kポット内の圧力によって決まる。
liq
 N
2
liq
 N
2
liq He
liq He
pumping sample preparation chamber
SEM column
STM unit and sample
1K pot
Inner tank
Outer tank
Needle valve
図 2.6: STMチャンバーの構造および冷却機構。真空ポンプで 1Kポット内の圧力を低下させるこ
とで試料を 4.2K以下に冷却することができる。
2.4 STM探針
STMは原子分解能を得るための手法であるため、STMの探針は鋭い、すなわち曲率半径の小
さい先端が要求される。鋭い先端を持つ探針を得る手法として、大きく分けて機械研磨法と電解
研磨法があるが、当研究では電解研磨法を採用する。電解研磨法は金属細線を電解質溶液に浸し
て電流を流し、電気化学的に研磨する手法である。図 2.7(a)にその概略図を示す [25]。ここでは
タングステンの探針を作る場合を考える。タングステン細線は測定や装置の条件に応じて 0.3-0.5
mm径のものを使用する。電解液は、細線の材質によって適切なものを使い、タングステンの場
合は 2.5N(2.5規定)のKOHもしくは NaOH水溶液を用いる。径が大きいものを研磨する場合は
10N以上の濃度の高い電解液を用いることもある。市販のタングステン細線を 2-3 cmに切り、そ
の先端をKOH溶液に浸す。陰極を適当な金属で作り、ガラス管に入れてKOH溶液に浸す。陰極
をガラス管などに入れないと、陰極から発生する水素の泡が研磨部分まで拡散することによって、
同一条件で研磨したときの探針形状の再現性が損なわれる。タングステン細線を陽極として陽陰
極間に 3-10 Vの電圧をかけて研磨を開始する。この時、陽極では以下の反応がおこる [26{28]。
W+ 6OH   ! WO3 + 3H2O+ 6e  (2.3)
WO3 + 2OH
   ! WO2 4 +H2O (2.4)
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式 (2.3)は金属タングステンが陽極で酸化されて固体の酸化タングステンを生じる反応である。酸
化タングステンはアルカリ性溶液に対しては式 (2.4)に従って溶解する。タングステンが溶け出す
量は液面と細線近くのメニスカスの部分で最も多い。そのため、図 2.7(b)に示されるように液面
に近い部分が集中的に研磨され、時間の経過とともに細線は細くなってゆく。最終的には、細く
なった部分がそれより下の部分の荷重に耐え切れず破断する。このようにして得られたタングス
テン探針は、先端の曲率半径 100nm以下の良好な STM探針となる。ただし、電解研磨法では酸
化タングステンが探針の先端付近を覆っていることが多い。そのため、探針を真空に導入する前
に先端を熱水に 20秒以上浸して酸化膜を除去することが必要である。
上記の研磨をおこなう際に探針を液面から徐々に引き上げる、もしくは、液面を徐々に引き下
げると、そうしない場合に比べて高いアスペクト比を持つ探針が得られる (図 2.7(b))。この手法
を動的電解研磨法と呼ぶ [25]。高いアスペクト比を持つため、2本の探針の先端をその曲率半径で
ある 100nm程度まで近付けることが可能となる。一方で静的電解研磨法の場合、図 2.8の挿入図
にみられるように、メニスカスでの研磨で生じた肩の部分が立体障害となり針先をそれ以上近付
けることができない。なお、動的電解研磨法で得られた探針の先にさらに金属被覆カーボンナノ
チューブを装着することで、針先を 30nmまで近付けることもできる [29]。
2.5 4探針電気伝導測定
任意の 2か所の電位差を電流の大きさで割ったものが抵抗である。抵抗の大きさは試料を構成
する物質、温度、形状などによって変化する。形状による抵抗値の違いを適当な形状因子で補正
した量を抵抗率と呼ぶ。抵抗率は物質固有の物理量であり、その物質の電子密度、不純物密度、エ
ネルギーギャップ、バンド分散などが反映される。したがって、抵抗値の測定はあらゆる物質の物
性を理解する上で非常に有用な情報を得る手段のひとつである。
4探針 STMは複数本の探針を試料にコンタクトして電流を流し電圧を測定することで抵抗測定
が可能である。温度も可変であるので、温度依存性から物質が金属的か、半導体的か、局在する
かなどを調べることができる。探針は独立に駆動する上に先端を 1m以下にまで近付けられるの
で、以下に述べるように微小領域の抵抗測定、任意形状試料の測定、伝導の次元性の解明など応
用は幅広い。
抵抗の測定の方法として多く採用されるのが、2探針法と 4探針法である。図 2.9(a)の試料AB
間の抵抗を 2探針法で測るときには図のように電流計と電圧計を配置する。図 2.9(c)はその等価
回路である。Rsが試料AB間の抵抗、rcは試料と探針間の接触抵抗、ra; rp; rvはそれぞれ電流計、
電源、電圧計の内部抵抗である。回路の途中に電流計が、電流計をまたぐように電圧計が並列に
つながれている。電圧計の内部抵抗 rv >M
は試料の抵抗 Rsよりも非常に大きい場合がほとん
どで (rv  Rs)、その場合に測定にかかる抵抗R2ppは、電圧計の示す値V と電流計の示す値 I
を使って
R2pp =
V
I
= Rs + 2rc (2.5)
となる。この表式からもわかるように、2探針で測定された抵抗値には興味の対象である試料の抵
抗 Rsに加えて 2か所の接触点での接触抵抗 rcが含まれる。Rs  rcであるような試料と接触で
あれば、2探針測定は有力な電気抵抗の測定手法である。
しかし、金属的な性質を有する物質の抵抗を測定する場合は Rs < rc である場合が多く、2探
針での抵抗測定は不適切である。接触抵抗を除いた測定をしたいときには、2本の探針を追加し 4
探針測定を行う。図 2.9(b)(d)に 4探針測定の電流計、電圧計、電源の配置を示す。Rs1; Rs2は試
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図 2.7: (a)電解研磨法の代表的な配置。A:タングステン細線 (陽極)。B: 上下可動式細線ホルダー。
C: KOH溶液。D: 陰極。E, F: 速度調節可能な自動昇降機。(b)タングステン探針を静的電解研磨
した場合と、動的電解研磨 (引き上げ法)した場合の探針の形状。[25]
図 2.8: 動的電解研磨法で得られたタングステン探針の電子顕微鏡像。右下は静的電解研磨法によ
るタングステン探針。赤丸の部分で探針同士の干渉が起こる。[25]
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料の抵抗であるが、測定の対象ではない。4探針測定の特徴は、測定する箇所に電圧計をつなぎ、
それとは別の 2本の探針から電流を注入および測定している点である。電圧計の内部抵抗が非常
に大きいとき、電流計と電圧計の値から導かれる抵抗R4ppは
R2pp =
V
I
= Rs (2.6)
であり、測定したい箇所の真の抵抗と一致する。これは、2探針の場合と異なり、電圧計と試料間
の接触抵抗に電流が流れず余分な電圧降下が生じないためである。ただし、4探針測定で得られる
抵抗値は以下に見るように 4本の探針をどのように配置するかで異なってくることに注意しなけ
ればならない。
V V
V
A
Voltmeter
AmmeterPower supply
V
A
Voltmeter
AmmeterPower supply
r
p
r
a
r
v
r
p
r
a
r
v
r
c
r
c
r
c
r
c
r
c
r
c
Contact
resistance
R
s
Sample Sample
R
s1
R
s2
R
s
A B A BC D
A BC DA B
(a) (b)
(c) (d)
A A
図 2.9: (a)(c)2探針測定の探針、電流計、電圧計の配置とその等価回路。(b)(c)4端子測定の探針、
電流計、電圧計の配置とその等価回路。ra; rp; rv はそれぞれ電流計、直流電源、電圧計の内部抵
抗。rcは針と試料との間の接触抵抗。Rsは測定したい箇所の抵抗。Rs1; Rs2は試料の測定する箇
所以外の抵抗。
2.5.1 直線 4探針法
図 2.10のように 1次元、2次元、3次元的な試料表面に等間隔で、一直線上に 4本の探針がコン
タクトをとっている状況を考える。まず、電場Eと電流密度 jは次の関係がある (オームの法則)。
j = E: (2.7)
電場は電位 をポテンシャルにもつので
E =  r: (2.8)
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原点に大きさ I0の電流ソースがある時
r  j = I0(r) (2.9)
と書ける。式 (2.7)、(2.8)、(2.9)から Poisson方程式
4 =  I0

(r) (2.10)
が導出される。
図 2.10: (a)1次元的 (b)2次元的 (c)3次元的に伝導するときの電流分布の模式図。
この方程式を平坦表面にコンタクトした探針の先端から電流 I0がわきだす状況下で解く。まず
伝導が三次元的である場合を考える。z > 0の領域が真空であるとして、探針が原点にコンタクト
している。境界条件は、表面 z = 0での電荷の保存則から
jz(x; y; 0) =  @
@z

z=0
(2.11)
= 0 (原点除く。) (2.12)
次の解がこの境界条件を満たすことは容易に確かめられる。
(r) =
I0
2
1
r
(2.13)
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このとき電流密度分布は式 (2.7), (2.8), (2.13)を使って、
j(r) =
I0
2
r
r3
: (2.14)
等電位線は電流注入点を中心とする同心球面となる。
同様にして伝導が 2次元、1次元の場合に対しても解が得られる。2次元のときは
2D(r) =   I0
22D
log r (2.15)
j2D(r) =
I0
2
r
r2
; (2.16)
1次元のときは伝導の方向を x軸として
1D(x) =   I0
1D
jxj (2.17)
j1D(x) = I0sig(x) (2.18)
が導き出せる。ただし、2D; 1Dはそれぞれ 2次元、1次元系での電気伝導率を表す。
Maxwell方程式は線形なので電流ソースとドレインがあるときは、それぞれが寄与する電位分
布の足し合わせになる。探針間隔 sで並べたとき、電流ソース端子がA(0; 0; 0)、電流ドレインが
D(3s; 0; 0)に位置しているとするとB(s; 0; 0)での電位 VBとC(2s; 0; 0)での電位 VC との差を電流
の大きさ I で割ったものが抵抗になる。伝導が二次元的である場合を考えて式 (2.15)を使うと、
R =
VB   VC
I
(2.19)
=

  I
22D
log s+
I
22D
log 2s

 

  I
22D
log 2s+
I
22D
log s

(2.20)
=
1
2D
log 2: (2.21)
この公式から、直線 4探針法で測定した抵抗Rから電気伝導度 2Dを求めることができる。
2D =
1
R
log 2 (2.22)
特筆すべきは、2次元的な伝導の下では直線 4探針法で測定された抵抗値は、探針間隔 sに依存し
ないということである。他の次元についても同様の計算を進めていけば公式が得られるので、表
2.1にまとめた。d次元の直線 4探針抵抗Rは sに対してR / s2 dの依存性をもつ。
2.5.2 Dual congurationによる 2次元抵抗率の測定
前節では 2次元的な試料を直線 4探針法で抵抗測定したとき、2次元電気伝導度が式 (2.22)で与
えられることを示した。しかし、この公式は 4本の探針が試料に厳密に等間隔であることを要求
する。実際の測定では厳密に等間隔にすることは難しく、それに伴う抵抗の誤差が生じる。(探針
の接触位置を確認できないマイクロ 4探針による測定の場合特に顕著である)。そこで、その誤差
を補正するDual congurationと呼ばれる手法がある [30]。Dual congurationでは、均一な 2次
元系で探針が一直線に並んでいる系であれば探針間隔が等間隔でなくても電気伝導度を正確に測
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表 2.1: 直線 4探針法での抵抗Rと電気伝導度 との換算。2次元電気伝導度はコンダクタンスの
単位と同一であるため、混乱を避けるため単位を 
 1=, S=のように表して 2次元伝導度であ
ることを強調することがある。同様に 2次元抵抗率を 
=と表すことがある。
次元 Rの表式
探針間隔 s
依存性 の次元
1次元 s

/ s 
 1m
2次元 1

log 2 定数 
 1=
3次元 1
2
1
s
/ s 1 
 1m 1
定することができる。直線 4探針測定での電流を流す探針と電圧を測る探針の組み合わせは、電
圧を測定する 2本の探針の選び方によって図 2.11(a)に示すように 4C2=2 =3通りが考えられる。2
で割っているのは、電圧端子と電流端子の入れ替えが同じ抵抗を与えるためである。以降、Rij;kl
は探針 kから探針 lに電流を流したときの探針 i; j間の抵抗を表す。探針 iの試料へのコンタクト
位置 Piの座標を図 2.11(b)のようにとる。まず、R23;14を求める。これは図 2.11(a)のType Aに
相当する。電位 が満たす方程式は式 (2.10)で 2次元とした場合より
2D4(x; y) =  I(x)(y) + I(x  c)(y) (2.23)
であり、解は
(x; y) =
I
22D
ln
p
(x  c)2 + y2p
x2 + y2
(2.24)
で与えられる。ここで は電気伝導度、I は注入する電流である。したがって、
R23;14 =
(a; 0)  (b; 0)
I
(2.25)
=
1
22D
ln
b(c  a)
a(c  b) : (2.26)
同様にして
R34;12 =
1
22D
ln
c(b  a)
b(c  a) (2.27)
R42;13 =
1
22D
ln
a(c  b)
c(b  a) (2.28)
が得られる。上の 3式を足し上げると
R23;14 +R34;12 +R42;13 = 0 (2.29)
の関係が得られる。これはDual congurationだけでなく磁場のない (時間反転対称性のある)系
で一般に成り立つ。磁場があると右辺が 0からずれることが知られている [31]。次に式 (2.26)と
(2.27)を適当に整理し、両辺を expの肩に乗せて足し合わせると
exp( 22DR23;14) + exp( 22DR43;12) = 1: (2.30)
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ここでRij;kl =  Rji;klの性質を使った。この式がDual congurationにおいて最も重要な関係で
ある。測定可能量である R23;14; R43;12 を既知とすれば、2D に関する方程式となる。すなわち、
Type AとType Bの探針配置で 2種類の抵抗を同時に測定し方程式 (2.30)を解くことで電気伝導
度 2Dが得られる。Dual congurationでは 2種類の抵抗値が必要ではあるが、2つの情報から間
隔によらない電気伝導度の導出が可能である。また、4本の探針が正確に一直線上に並ばなくて
も、それによる誤差は直線からのずれの 2乗以上でしか効かないことも知られている [32]。
V V V
2 31 4 2 31 4 2 31 4
x
y
P
1
P
4P3P2
(0, 0) (a, 0) (b, 0) (c, 0)
(a)
(b)
Type A Type B Type C
図 2.11: (a)4探針抵抗測定の電流電圧配置の 3パターン。(b)探針のコンタクト位置の座標。
2.5.3 正方 4探針法
これまで等方的な試料の抵抗測定手法を紹介してきた。異方的と考えられる試料の測定には直
線 4探針法ではなく、正方 4探針法を用いる。異方的な試料とはすなわち、2次元伝導の場合、電
流密度 jx; jy が
jx = xEx (2.31)
jy = yEy (2.32)
のように、方向によって異なる電気伝導度 (x 6= y)で表せる系である。このような系の原点に電
流 I が注入されたとき、電位 が満たす微分方程式は式 (2.10)を拡張して
x
@2
@x2
+ y
@2
@y2

(x; y) =  I(x)(y): (2.33)
x = x0; y =
q
y
x
y0という変換を施せば、等方的な試料におけるポアソン方程式に帰着する。
@2
@x02
+
@2
@y02

(x0; y0) =   Ip
xy
(x0)(y0): (2.34)
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これを解くと
(x0; y0) =   I
2
p
xy
ln
p
x02 + y02 (2.35)
(x; y) =
I
2
p
xy
ln
r
x2 +
x
y
y2 (2.36)
となる。図 2.12(a)のように直線 4探針法に配置したときの抵抗値Rlは
Rl =
1

p
xy
ln 2; (2.37)
図 2.12(c)のように正方 4探針法に配置したときの抵抗値Rsq は
Rsq =
1
2
p
xy
ln

1 +
y
x

(2.38)
で与えられる。さて、電気伝導の異方性を確認するためには、電流を流す方向を 90度変えて測定
すればよさそうである。これは上の議論で (x $ y)と入れ替えて議論しなおすことに相当する。
しかし、直線 4探針法では図 2.12(b)のように 90度探針配置を変えて式 (2.37)の分母のルートに
ある xと xが入れ替わったところで測定される値は変わらず、異方性の有無を確認することは
できない。このことは伝導度に異方性を与えることと、特定の方向にだけスケールを変えること
が同値であるが、直線 4探針法は探針間隔の情報を含まないことが関連する。一方で正方 4探針
法の場合、図 2.12(d)のように角度を 90度変えると、式 (2.38)中の lnの項が (x $ y)の入れ替
えに対して対称ではないため、x 6= yのときには元の値と異なる値が得られる。これは異方性の
ある系での正方 4探針配置は、異方性のない系で長方形に配置した 4探針測定を行うことと等価
であるからである。
上の議論では異方化軸に対して 4つの探針がなす正方形がちょうど平行または垂直である場合
のみを考えたが、正方形が任意の角度 だけ傾いていてもよい (図 2.12(e))。このときに測定され
る抵抗値Rsq = R()は次の形で書き表わせる [23]。
R() =
1
2
p
k?
ln
vuut(k=? + 1)2   4(k=?   1)2 cos2  sin2 
(sin2  +
k
? cos
2 )2
: (2.39)
当然、 = 0; 180でR() = 1
2
p
xy
ln

1 +
y
x

に、 = 90でR() = 1
2
p
xy
ln

1 +
x
y

に収束する。x > yである状況では、横軸に角度 、縦軸に抵抗R()をプロットすれば、 = 90
に最大値を持つ山型の曲線になる。興味深いのは、R() の最小値が必ずしも  = 0 のとき
ではないということである。異方性 x=y が小さいときには  = 0 で最小値をとるのだが、
x=y > 2 +
p
5 = 4:236を満たす異方性が大きな系では 0 <  < 90 の範囲で R()が最小
値をとる。さらに x=y > 5 + 2
p
6 = 9:90を満たす非常に異方性が大きな系では、ある角度の範
囲でR()が負の値をとることすらある [23]。これは、大きな伝導異方性のため等電位線がいびつ
な形になるために起こっている。ただし、x=y > 5 + 2
p
6 = 9:90のような条件は探針を正方形
に並べるという都合のために生じた条件であり、これを境に物理が変化している、相転移してい
るという類のものではないことには注意する。いずれにしても、電気伝導の異方性を求めたいと
きには正方 4探針法を採用するのが必要である。
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図 2.12: (a)直線 4探針法、(b)その 90度回転、(c)正方 4探針法、(d)その 90度回転のとき、(e)
任意の角度 回転のときの探針配置と電流電圧配置。それぞれの下に測定される抵抗値を示した。
2.5.4 Van der Pauw法
いままで述べてきた直線 4探針、正方 4探針法は無限の広さを持つ試料を仮定しており、現実的
には探針間隔を試料の大きさに比べて非常に小さくできる場合に有効な手法である。有限の微小
な 2次元的試料の抵抗測定の際にはVan der Pauw法を用いる。Van der Pauw法は、2次元的で
均一かつ形状が単連結 (穴が開いていない)であれば任意の形状の試料に対して適用できる。探針
の配置は任意であるが、図 2.13(a)(b)(c)のように試料の端にコンタクトしなければならない [33]。
4本の探針をコンタクトできたら、コンタクト位置を変えず図 2.13(a)(b)のような電流電圧配置
で 2種類の抵抗値を取得する。それぞれを RA; RB とおく。このとき、次の関係が成り立ってい
る [34, 35]。
exp( 2DRA) + exp( 2DRB) = 1: (2.40)
RAとRBが分かればこの式は電気伝導度 2Dに関する方程式なので電気伝導度が求められる。解
析的には解けないので計算機を用いて解くか、一般的には次の公式をつかう。
1

=

ln 2
RA +RB
2
f

RA
RB

: (2.41)
f は RARB (> 1)のみに依存する関数で次の等式を満たすものである。
RA=RB   1
RA=RB + 1
=
f
ln 2
cosh 1
 
e
ln 2
f
2
!
: (2.42)
f もまた、解析的には解くことができないが、数値計算の結果がさまざまな文献で与えられてい
る [36]。
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V
V
(a) (b)
(c) (d)
図 2.13: (a)(b)Van der Pauw法のときの探針配置。(c)実際のVan der Pauw法で微小なフレーク
を 4探針測定しているところ [33]。(d)Van der Pauw法の因子 f の抵抗比RA=RB 依存性 [35]。
2.6 電子回折
電子は粒子であると同時に波としての性質をもち、古典的な波と同様に回折や干渉を起こす。電
磁波であるX線がX線回折構造解析に用いられるのと同じように、電子回折は特に表面構造解析
に使われる。X線とは異なり電子線は物質との相互作用が強く、X線ほど結晶深くには進入しな
い。図 2.14に電子線のエネルギーと非弾性散乱長の関係を示す [37]。この関係は物質にほとんど
依存しないため"universal curve"と呼ばれる。典型的な非弾性散乱長はエネルギーに依存するが
数十A以下と小さいため、表面近くの数原子層の情報のみを取り出すことができる。
入射電子波が結晶 (表面)によってどのように散乱されるかを、まず 1個の原子による散乱の様
子からみていく。原点にある原子からのポテンシャルを Va(~r)と表せば、エネルギー Eの電子の
波動関数	(~r)は Shrodinger方程式
  ~
2
2m
r2 + (Va(~r)  E)

	(~r) = 0 (2.43)
に従う。ここで Vaが十分小さく、波動関数が入射電子波の  0と散乱電子波の  1に分けられると
き、ボルン近似により 1次まで考えると 2つの方程式
  ~
2
2m
r2   E

 0 = 0 (2.44)
  ~
2
2m
r2   E

 1 =  Va(~r) 0 (2.45)
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図 2.14: 電子の非弾性散乱長の運動エネルギーに対する依存性 (ユニバーサル曲線) [37]。
を得る。式 (2.44)は容易に解け、式 (2.45)も以下のグリーン関数
(r2 +K2)G(~r) = (~r) (2.46)
G(~r) =   1
4
exp(iKr)
r
(2.47)
を用いれば
 0(~r) = exp(i ~k0  ~r) (2.48)
 1(~r) =   m
2~
Z
Va(
~r0)
exp(ik0j~r   ~r0 j+ ~k0  ~r0)
j~r   ~r0 j
d~r0 (2.49)
が得られる。ここで ~k0は入射波数ベクトルであり、
~2k20
2m = Eを満たす。散乱電子の観測は原子の
位置よりはるかに離れたところで行われるので、j~rj  j~r0 jに基づいて近似を進めると
 1 =
exp(ik0r)
r
 f(~g): (2.50)
ただし ~g = ~k1   ~k0は散乱ベクトルで、散乱前後の波数の差である。ここで、
f(~g) =
m
2~2
Z
Va(
~r0) exp( i~g  ~r0)d~r0 (2.51)
は原子散乱因子と呼ばれる、原子ポテンシャルのフーリエ係数である。式 (2.50)から、原子によっ
て自由電子が散乱されると散乱波は球面波となり、その振幅は散乱ベクトルによって決まる原子
散乱因子となることが分かる。
次に、結晶による散乱を考える。結晶内のすべての原子の位置は、単位胞の位置を指定する 3つ
の整数 n1; n2; n3と単位胞内の原子の相対位置を指定するベクトル ~ruを用いて
~r = ~Rn + ~ru (2.52)
~Rn = n1~a+ n2~b+ n3~c (2.53)
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と書ける。ここで ~a;~b;~cは単位格子ベクトルである。結晶に散乱された電子の波動関数は結晶内
のすべての原子からの寄与を足し合わせればよい。つまり式 (2.51)の Va(~r)を
Vtot(~r) =
N1 1X
n1=0
N2 1X
n2=0
N3 1X
n3=0
X
j
V ja (~r   ~Rn   ~rj)(V jaは j番目の原子が作るポテンシャル) (2.54)
に置き換える。これを式 (2.51)に代入して積分範囲をずらすことで
ftot(~g) =
X
j
Z
fj(~g) exp( i~g  ~rj)
X
n1;n2;n3
exp( i~g  ~Rn) (2.55)
= funit(~g) L(~g) (2.56)
となる。funitは結晶構造因子と呼ばれ、単位胞内での原子配置を反映する。L(~g)は Laue関数で
次のように表され、単位胞の積み重ねを反映する。
L(~g) =
N1 1X
n1=0
N2 1X
n2=0
N3 1X
n3=0
exp( in1~g  ~a) exp( in2~g ~b) exp( in3~g  ~c): (2.57)
電子の存在確率はその絶対値の自乗に比例するので自乗をとると、
jL(~g)j2 = sin
2(N1~g  a=2)
sin2(~g  a=2)
sin2(N2~g  b=2)
sin2(~g  b=2)
sin2(N3~g  c=2)
sin2(~g  c=2) : (2.58)
この関数の特徴として、~g ~a;~g ~b;~g ~cのすべてが 2の整数倍になる時 (Laue条件)、鋭い極大値
N1N2N3をとることが挙げられる。また、N1; N2; N3が大きいほどピークの半値幅が小さくなる。
すなわち、Laue条件を満たすような波数ベクトルに散乱される電子が強い散乱強度をもち干渉ス
ポットとなる。その時のスポットの鋭さは結晶ドメインの大きさが大きいほど鋭い。
Laue条件を満たす ~gを求める時には逆格子ベクトルの考え方が非常に有効である。単位格子ベ
クトル ~a;~b;~cの逆格子ベクトル ~a; ~b; ~cは
~a = 2
~b ~c
~a  (~b ~c)
;
~b = 2 ~c ~a
~b  (~c ~a)
;
~c = 2 ~a
~b
~c  (~a~b)
(2.59)
と定義される。整数 h; k; lを用いて ~g = h ~a + k ~b + l ~cと表される場合に散乱ベクトルが Laue
条件を満たすことは容易に確かめられる。散乱ベクトルが Laue条件を満たすか確かめるには、エ
バルト球を考えると便利である。入射ベクトル ~k0の終点が逆格子空間の原点に来るように置いた
とき、入射ベクトルの始点を中心とした半径 k0の球面は弾性散乱を考えたときの散乱ベクトル ~g
になりうる点の集合である。この球をエバルト球と呼ぶ。エバルト球面上にある逆格子点が存在
すれば、入射ベクトルの始点からその逆格子点に向かう方向に干渉スポットが観測される。結晶
表面のような 2次元性の強い構造に散乱される場合は、表面垂直方向の単位格子ベクトルの大き
さが無限に大きい極限と考えればよい。この場合、逆格子空間では逆格子点の表面垂直方向の点
の間隔が無限に小さい極限を考えることに対応する。逆格子点の連続的な集合 (逆格子ロッド)と
エバルト球が交わる方向に強い干渉スポットが観測される (図 2.15)。
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2.6.1 反射高速電子線回折 (RHEED)
反射高速電子線回折 (Reection High Energy Electron Diraction, RHEED)は数 kV以上に加
速した電子線を数度程度の浅い角度で表面に入射させ、試料表面をかすめるように反射した電子
の干渉スポットを観察する手法である。装置の概要を図 2.16に示す。電子銃のフィラメントから
の熱電子を電場で任意のエネルギーまで加速し、コイルからの磁場で集束させる。試料表面をかす
めるようにして反射した電子線は、試料を挟んで電子銃と正反対の位置に置かれた蛍光スクリー
ンに当たり、干渉パターンを形成する。観察する表面と蛍光スクリーンの角度が 90違うので、蒸
着しながら表面の構造変化の過程をその場観察できるのがRHEEDの利点である。
ධᑕἼࡢἼᩘ࣋ࢡࢺࣝ
ᩓ஘ἼࡢἼᩘ࣋ࢡࢺࣝ
㏫᱁Ꮚࣟࢵࢻ
図 2.15: ((a)RHEEDにおけるエバルト球。(b)RHEEDパターン [38]。
電位差 V で加速された電子線の波長 はド・ブロイの関係式  = hp ;(p:電子の運動量)より、
[A] =
s
150:412
V [volt]
(2.60)
で与えられる。15kVの電子線を使えば約 0.1 Aの波長が得られ、原子 1個のスケールの構造の違
いが干渉スポットに反映される。例えば表面に構成される表面超構造の周期性に対応して、干渉
パターンが劇的に変化する。周期性が同じでも表面の滑らかさの違いがスポット強度の変化をも
たらすため、layer-by-layer成長する薄膜の成長過程でスポット強度が振動する [39]。本研究では
蒸着源の蒸着レート較正や膜質の確認のためにRHEEDパターンを観察している。
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図 2.16: RHEEDの仕組み [38]。
2.7 走査電子顕微鏡 (SEM)
電子は数 kV以上に加速すると 1A以下の波長をもつようになるため、電子線を可視光の代わり
として用いて顕微鏡像を作ると優れた分解能が得られる。このような顕微鏡は電子顕微鏡と呼ば
れ、大きく分けて透過型電子顕微鏡 (Transmission Electron Microscope, TEM)と走査型電子顕
微鏡 (Scanning Electron Microscope, SEM)の 2つがある。この博士論文ではTEMを扱わないの
で、SEMの解説のみを行う。
図 2.17は SEMの模式図である。最上部に電子線の線源となるフィラメントが設置されている。
FIBSTM装置の SEMでは熱陰極電界放出型の電子銃を使用している。電界放出型では、大きな
電場をフィラメントにかけることで、フィラメント内の電子がトンネル効果で真空に飛び出す電
界放出を起こす。電子が飛び出しやすくするため、タングステンフィラメントを酸化ジルコニウ
ム膜でコートして仕事関数を小さくしている。フィラメントは 1800Kに加熱され、残留ガスの吸
着を防いでいる。熱電子を用いた電子銃も他では利用されているが、それと比べて電界放出型の
電子銃の輝度は 3桁ほど大きく、高い分解能を得るのに有利である [40]。その代わり電界放出型
は 10 7Pa以下の超高真空を要する。また、同じ電界放出型でも熱陰極のタイプと冷陰極のタイプ
がある。冷陰極は光源の大きさが 5-10 nmと優れているものの、ガス吸着などに弱くビーム電流
が不安定となる。熱陰極は光源の大きさは 10-20 nmと大きめであるが、高温であるためガス吸着
がなくビーム電流が安定している。
熱陰極型の場合、フィラメントの直下には引き出し電極 (Extractor)とサプレッサ電極が置かれ
ている。電界放出を起こす強い電場を生じさせるために、Extractorにフィラメントに対して+4kV
程度の引き出し電圧をかける。それと同時にサプレッサ電極に負の電圧 (300V程度)をかけるこ
とでフィラメントの加熱による熱電子を遮蔽する。放出された電子の一部は引き出し電極に到達
して Emission電流として観測される (おおよそ数百 A)。残りの電子は引き出し電極の穴を通過
して電子レンズへと向かう。
SEMには 2つの電子レンズが設けられ、放出された電子を磁場を用いて集束させる。一つは絞
りの前に置かれる集束レンズで、ビーム電流を制御する。もうひとつは絞りの後に置かれる対物レ
ンズで、ビームの焦点距離を変える。その間にビームの水平方向の位置を決め、非点収差の補正
を行う八重極がある。このような仕組みで最終的に電子線はビーム径 20nm程度にまで集束する。
電子線に照射された部分からは二次電子が放出され、検出器でその量を測定する。検出器には
マルチチャンネルプレート (MCP)やチャンネルトロンが利用される。原理はいずれも類似してい
る。チャンネルの入口に高電圧をかけて電子を加速しチャンネルの壁に衝突させる。このとき複
数の二次電子が放出され、これらはバイアス電圧によってチャンネル内に印加されている電場を
受けて加速される。この二次電子が再び衝突して二次電子を放出する過程が繰り返されることで、
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図 2.17: SEMの模式図 [40]。
1個の電子を大きな信号に増幅できる。
照射した位置とその時に検出された二次電子の量から SEM像が得られる。通常は二次電子が多
い所が明るく、少ないところが暗くなるように画像化される。二次電子の放出が多いのは、ビー
ムに対して傾いた面、突出した箇所、チャージアップした場所、原子番号が大きい元素を含む場
所などである。逆に少ないのは、ビームに対して垂直な面、陥没した箇所、原子番号が小さい元
素の場所などとなる。試料に入射した一次電子は相互作用によってエネルギーを失い、二次電子
を放出しつつ試料内に進入する。二次電子は試料を脱出しない限り検出されないので、平らな面
に入射した場合は試料の深いところで発生した二次電子は測定にかかることはない。傾いた面に
入射したときは、深いところで発生した二次電子がより距離の近い側面から脱出できるために多
くの二次電子が放出される (図 2.18(a))。
SEM像の明暗は、二次電子の放出量だけでなく二次電子検出器と試料との位置関係にも影響さ
れる。図 2.18(b)のように、検出器が左方向に、突起物が中央に位置する場合を考える。突起物の
左側の領域では放出された二次電子が検出器へ容易に到達できる。一方で突起物の右側の領域で
は、二次電子と検出器をむすぶ直線上に突起物が位置しており、これが障害となって多くの二次
電子は検出器に到達できない。その結果、突起物の右側の部分は SEM像で見たときに、周囲と
比べて暗く写る、すなわち影ができる。影は検出器の位置に光源があるときのようにできる。図
2.18(c)は影ができている SEM像の例である。これは左方向に検出器があったときに撮影された
像であるため、右方向に影が伸びているのが分かる。この像は試料に 4つの探針をアプローチし
ているときに撮影されたもので、針先と影の先が近い。針のアプローチの際には、針先と SEM像
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に現れる影の先との距離からおおよその試料と探針間の距離 (> 1 m程度)を知ることができる。
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図 2.18: (a)さまざまな構造に電子を入射したときに放出される二次電子の量。青い矢印は一次電
子の入射方向。赤い矢印と黒い波線矢印はそれぞれ二次電子のうち真空中に放出されるものとさ
れないもの。(b)検出器の方向と SEM像明暗の関係。(c)紙面左方向に検出器が設置されていると
きの SEM像。左側にあたかも光源があるかのように右側に影が伸びる (黄色の三角形で図示)。
2.8 集束イオンビーム (FIB)
集束イオンビーム (Focused Ion Beam, FIB)はGa+イオンを電磁レンズで集束し試料に照射す
ることで試料表面の観察や加工を行う手法である。装置は、SEMにおいて電子を放出するフィラ
メントの部分がイオンを放出する LMIS(Liquid Metal Ion Source)になるだけでイオンビームの
集束機構などは SEMとほとんど同じである。LMISはフィラメントとその根元に位置するガリウ
ムソースからなる (写真は図 2.19(a)) [41]。ガリウムは融点 30Cと単体金属としては非常に低い
融点をもち、液体の状態でフィラメントを覆う。この状態でフィラメントの先端方向に電場をかけ
ると先端がイオン化し互いの斥力でGa+イオンが真空に飛び出る電界蒸発が起きる (図 2.19(b))。
放出されたガリウムイオンは SEMと同様の機構で集束される。
FIBと SEMとの最大の違いは集束粒子の質量である。表 2.2からわかるように FIBのガリウム
イオンの質量は SEMの電子の質量の 100000倍を超える [42]。このことは主にスパッタ収率の差
として表れ、FIBではガリウムイオン 1個に対し複数個の試料原子をスパッタするのに比べ、SEM
の電子ではスパッタはほとんど起きない。つまり FIBを用いれば SEMでは不可能であった表面
原子の除去による微細加工が可能になる。
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表 2.2: FIBと SEMとの比較 [42]。
FIB SEM
種類 Ga+イオン 電子
電荷 +1 -1
質量 (kg) 1:2 10 25 9:1 10 31
侵入深さ (鉄、30kV) 20nm 1800nm
侵入深さ (鉄、2kV) 4nm 25nm
二次電子放出率 1-2 0.50-0.75
スパッタ収率 5 0
F
il
am
en
t
Ga
Extractor
(a) (b)
Ga+
図 2.19: (a)LMIS外観 [41]。下に突き出ているのがフィラメント。フィラメントの上にある金属光
沢のある塊がガリウム源。(b)フィラメント先端 ((a)白色破線で囲んだ部分)の模式図。Extractor
に電圧をかけることで先端がイオン化し、真空中に放出 (電解蒸発)される。
FIBの加工を特徴づけるパラメータは複数個ある。主要なパラメータはビーム電流 I、ビーム径
d、滞留時間 (dwell time)D、ビームピッチ sなどである。ビーム電流は単位時間当たりに照射さ
れるガリウムイオンの数に対応する。すなわち、ビーム電流が大きければ同じ時間内でもより多
くの表面原子をスパッタすることができる。ここではガリウムイオンは 1価のイオンなので、ビー
ム電流を素電荷の値で割って単位を atoms/secに換算することもある。
ビーム径の大きさは微細加工の精度および顕微鏡 (SIM)モードでの分解能に影響を与える。FIB
の電流分布は図 2.20に示すようにおおよそ Gaussianで分布しているため、ビーム径の定義とし
てGaussianの半値全幅が採用される。ビーム径よりも細かいスケールでの加工はできないので、
可能な限り小さいビーム径での加工が理想的である。しかし、ビーム径はビーム電流に依存して
おり、小さいビーム径を得るにはビーム電流も小さくせざるを得ない。そこで細かい加工が必要
な場所は小さなビーム電流 (ビーム径)で、そうでない場所は大きなビーム電流 (ビーム径)で加工
することで、加工にかかる時間を最小限に抑えられる。
ビームのピッチと滞留時間 (dwell time)は PC上で任意に設定できる。長谷川研究室で採用し
ているUHV Magnum Ion Column with BDS-200(FEI Company)では、視野を 4096 4096に分
割して座標を割り当て、座標とその場所にビームをあてる時間 (滞留時間)を指定することで加工
を行っている。例えば図 2.21のような長方形に加工する場合は、指定された時間経過した後、視
2.8. 集束イオンビーム (FIB) 37
野の 1/4096だけ横にビームの位置をずらすという操作を繰り返し行い、1次元的なトレンチを掘
る。長方形の端まで到達するとビームの位置を縦に視野の 4096分の 1だけずらしてトレンチを掘
り、これを長方形の下端に到達するまで繰り返す。ビームのピッチはなめらかな加工面を得るの
に重要で、ビームのピッチ sがビーム径 dに比べて大きすぎるとトレンチというよりもむしろ穴
が不連続に並んでいるだけになってしまうので、ピッチはビーム径の約 2倍以内に収めるのが望
ましい [43]。逆に穴を並べて掘りたい場合は、その間隔に比べて十分ビーム径を小さくしなくて
はならない。微細加工の際にはパラメータを逐一記録し、同じ条件で行う。
2.8.1 FIBによる 2段階加工
FIBは絞りによるビーム電流の制御や加速電圧などを変えることによって、ビーム径を変えた
りスパッタ収量を変えたりすることが可能である。例えば、大きなビーム径と電流のビームを用い
て大まかな形を加工した後で、細いビーム径小さな電流のビームで細かい部分の仕上げを行うこ
とができる。ビーム径を変える際には焦点距離などのパラメータが変わってしまうため、フォー
カスをあわせなおす必要がある。しかし、この装置は FIB加工を in situで行うことを目的とし
た装置であるので、フォーカスを合わせるときの余分なビーム照射は避けねばならない。そこで
次のようなプロセスでの加工を当研究では行っている。まず、大まかな形に試料を加工するため
に 300pA程度の大電流ビームに切り替える。ビームをブランキングした状態で、ゴニオメータを
使って目視で任意の位置に合わせる。ソフトウェア上で視野を最小 (1m以下)、位置を零点にし
てブランキングを解除しスキャンを開始する。高いビーム電流密度のために試料表面に穴が開く
のでこの穴を目標にしてフォーカスを合わせる。フォーカスを合わせた後、画面の 4隅の場所に
穴が開いたパターン (ファイル名:mark.str)を加工する。この時の視野の大きさは 10m前後がよ
い。加工終了後、ビームをブランキングしたままソフトウェア上で位置を動かし、そこで測定の
ための微細加工構造の大まかな形 (outline.str)のパターニングを行う。パターニングが終わったら
ソフトウェア上で位置を零点に戻し、絞りの大きさを変えるなどの操作を行う。mark.strを加工
した時と同じ視野の大きさに設定してスキャンしフォーカスを合わせる。たいていの場合零点の
位置が初期とずれているので、画面の四隅がmark.strで掘った四隅の位置に合うようにソフト上
で位置を合わせる。その時の位置が補正された零点になる。この後ブランキングして、outline.str
を掘った位置までソフト上で動かし、仕上げ加工 (ne.str)を行う。一連のプロセスにより、微細
加工構造の周辺の FIB暴露を必要最低限に抑えることができる。
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図 2.20: 数値計算によるビーム電流 I = 330pAのときの電流密度分布 [44]。
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図 2.21: LW の大きさの長方形の FIB加工がおこなわれる際のビームの動き。加工はビーム径
dとピッチ s、滞留時間Dで特徴づけられる。[41]
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3.1 電気伝導
電気伝導は電位差を与えるとその間に電流が生じる現象である。フェルミ速度 vF と緩和時間 
の積 l = vF  は平均自由行程と呼ばれ、キャリアが散乱を受けずに進む距離を意味する。これが
系の大きさ Lと比べてどちらが大きいかで電気伝導は異なる様相を示す。
L > lである系で起きる伝導は拡散伝導と呼ばれる。つまり、キャリアがソースからドレインへ
到達するまでに多数回の散乱を受けるような系である。このような場合は、ソースドレイン間の
電位差よりもむしろ単位長さ当たりの電位差、すなわち電場によって支配される。電気抵抗は系
の長さに比例し断面積に反比例する (オームの法則)。古典的なモデルであるDrudeモデルや、半
古典的な Boltzmann方程式を解くことで説明できる。
L < lである伝導は弾道伝導と呼ばれる。このような系ではキャリアはソースからドレインへ散
乱を受けず、量子力学に支配された運動を行う。電場はあまり意味をなさず、電位差に起因する統
計力学的な量として電流が生じる。これをよく説明するのが Landauer公式である。
3.1.1 Drudeモデル
質量mの電子が力 F を受けているとき、電子の速度 v(t)は運動方程式
m
dv(t)
dt
= F (t) (3.1)
に従う。一様な定常電場Eがかかっているとき、F=  eEである。固体中では電場による駆動力
に加えて不純物やフォノンとの散乱による力が加わる。散乱による力はランダムに働くので平均
をとって扱う必要がある。散乱が等方的であると仮定すれば散乱後の平均速度は 0である。散乱
と散乱の間の平均時間が  であるとき、時刻 t+ tでの平均速度は
mv(t+ t) = 0  t

+ (mv(t)  eEt)

1  t


: (3.2)
右辺では散乱した場合 (運動量が 0になるとする)としなかった場合の運動量の確率重みつき平均
をとっている。tの 1次の係数をまとめると方程式
m
dv(t)
dt
=  m

v(t)  eE (3.3)
が得られる。この方程式は比例定数  = m= の速度に比例する摩擦力が存在する系の運動方程式
と等価である。十分時間がたって定常状態になれば式 (3.3)の左辺は 0になるので、定常状態の電
子の平均速度 v(1)は
v(1) =  eE
m
(3.4)
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と書ける。電流密度 jは、単位時間当たりに単位面積あたりを横切る電荷の量として定義される。
電子密度を nと置けば j =  envなので
j =
e2n
m
E (3.5)
= enE (3.6)
= E: (3.7)
 =
e
m
は移動度 (mobility)で、電子の動きやすさと理解できる。結局、電気伝導度は電子密度と
移動度の積で表される。
 =
e2n
m
= en: (3.8)
これがDrudeの公式である。
3.1.2 Boltzmann方程式
前節では電子が古典的な運動方程式に従うとして電気伝導度を導いた。しかし実際には電子は
典型的な Fermi粒子であり、同じ状態を複数の電子が占めることができないなどの制約を受ける。
この節では 2体粒子衝突も扱える Boltzmann方程式を解くことで半古典的に電気伝導度を導く。
ここでいう半古典的とは、電子の運動は古典的な運動方程式に支配されるが、電子の分布関数は
Fermi統計に従うという意味である。
速度 vと座標 xの位相空間における分布関数 f(x;v; t)を考える。もし粒子に働く力が外力のみ
ならば、f の tによる微分は粒子を追跡した時の粒子密度の変化なので 0になる。実際には粒子同
士の衝突や不純物の散乱などの不連続な過程があり、それによって粒子密度は

@f
@t

col
だけ減少
する。
df
dt
=

@f
@x

 dx
dt
+

@f
@v

 dv
dt
+

@f
@t

(3.9)
=  

@f
@t

col
: (3.10)
粒子は古典的な運動方程式に従うとすれば、式 (3.1)から dv
dt
=
F
m
、dx
dt
= vを式 (3.10)に代入し
て Boltzmann方程式 
@f
@x

 v +

@f
@v

 F
m
+

@f
@t

=  

@f
@t

col
(3.11)
が得られる。
Boltzmann方程式を一様定常な電場がかけられた固体中の電子の集団に適用する。定常状態で
の電気伝導度を求めたいので @f
@t
= 0、固体中では一様な電子分布だとして @f
@x
= 0。電子は静電
場から力 F =  eEを受ける。これらをすべて式 (3.11)に代入すれば、
 eE
m
 @f
@v
=  

@f
@t

col
: (3.12)
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右辺の衝突項は厳密に求めるのが難しいので、次のような緩和時間近似を行う。つまり、仮に電
場などの外力がなければ、分布関数 f は緩和時間  の時間スケールでフェルミ分布関数 f0に漸近
していくはずで、 
@f
@t

col
=
f   f0

(3.13)
を仮定する。式 (3.12)は
 eE
m
 @f
@v
=  f   f0

(3.14)
まで簡単になる。ここで右辺の f について解くと
f =
eE
m
 @f
@v
+ f0: (3.15)
式 (3.15)右辺の f にこの式自身を次々に代入していけば
f =
eE
m
 @
@v

eE
m
 @
@v

eE
m
 @
@v

  

+ f0

+ f0

+ f0 (3.16)
と書ける。電場は十分小さいとして、この内の電場について 1次以下の項のみを抜き出せば分布
関数 f が得られる。
f =
eE
m
 @f0
@v
+ f0
= eE  v@f0
@
+ f0。 (3.17)
ここではフェルミ分布関数がエネルギー の関数であることと @
@v
= mvを用いた。
電子の分布関数が求まったので、これを用いて電流密度を求める。d次元での電流密度 jは波数
k上で積分して
j =
2
(2)d
Z
ddk( ev)f(v) (3.18)
と表せる。因子 2はスピンが縮退していることを示すスピン自由度の 2である。ここに先程求め
た式 (3.17)を代入すると
j =
2
(2)d
Z
ddk( ev)(eE  v)@f0
@
: (3.19)
f0は vに対して偶関数なので、積分には寄与しないことに注意する。ここで積分を動径方向の d"
と等エネルギー面に沿った面積分 dSに分解する。dk = d"=

d
dk

=
d
~v
を用いて、
j =
 2e2
(2)d~
Z
dSd
v(E  v)
v
@f0
@
: (3.20)
金属のフェルミエネルギーは  104Kと室温に比べて非常に高いので f0は階段関数と近似でき、
すなわち @f0
@
  (  F )を代入すれば、
j =
2e2
(2)d~
Z
dSF
v(E  v)
v
: (3.21)
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R
dSF はフェルミ面上での積分である。一般には電気伝導度は 2階のテンソルの形 ji =
X
j
ijEj
で書けその値は
ij =
2e2
(2)d~
Z
dSF
vivj
v
(3.22)
となる。式の形から理論的には緩和時間とフェルミ速度が分かれば伝導度が求められる。これら
の物理量は角度分解光電子分光（ARPES)により知ることができるので、ARPESで得られたフェ
ルミ面の情報から電気伝導度を推定することができる。推定される電気伝導度と実際に測定され
た電気伝導度を比較する議論も可能である。
各次元での具体的な電気伝導度の導出
1次元から 3次元までの等方的な系で式 (3.22)を用いて電気伝導度を導出する。まず、3次元の
場合には dSF = k2Fd sin dであることとを使い、等方的であることから z方向の伝導度で代表
させると、
3Dzz =
2e2
(2)3~
Z
k2Fd sin dvF cos
2  (3.23)
=
e2k3F 
32m
: (3.24)
上の式変形と以下では vF = ~kF =mを用いる。この系の電子密度 n3D は、フェルミ波数 kF より
内側の球の体積であるので、
n3D =
2
(2)3
 4
3
k3F (3.25)
=
k3F
32
: (3.26)
ただし、式中の 2はスピン縮退度で、波数の離散的な和から連続的な積分に換算するときの因子
1
(2)3
がかかっている1 。式 (3.24)と式 (3.26)を比較すると、
3D =
e2n3D
m
(3.27)
という関係があることが分かる。これはDrudeモデルで導かれる電気伝導度 (式 (3.8))と一致する。
2次元に関しては、dSF = kFdであり、等方的な場合には、
2D =
2e2
(2)2~
Z
kFdvF cos
2  (3.28)
=
e2k2F 
2m
: (3.29)
電子密度は半径 kF の円の面積であり、
n2D =
2
(2)2
 k2F (3.30)
=
k2F
2
: (3.31)
1周期 Lの周期的境界条件を課すと、とりうる波数 k は k = kn = 2L n (n = 0; 1;    )に限られる。 2L  1のと
き、
P
k f(k) =
L
2
P
n
2
L
f(kn) =
L
2
R
dkf(k):
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2次元でもやはり
2D =
e2n2D
m
(3.32)
が成り立つ。
1次元は dSF = dk((k   kF ) + (k + kF ))なので、
1D =
2e2kF 
m
: (3.33)
電子密度は k = kF から k =  kF に至る線分の長さであり、
n1D =
2kF

: (3.34)
1次元でも
1D =
e2n1D
m
(3.35)
が成り立つことが確認できる。
電子のエネルギーが直線的な分散を持つ場合
Drudeの公式 (式 (3.8))は分母に有効質量mを含むため、電子のエネルギーが E = p
2
2m のよう
に運動量の 2次式で表せる場合にしか適用できない。そのため、E = vF jpjのような線型分散、い
わゆるディラックコーンで表される系の電気伝導度の導出には直接使えない。そこで、分布関数
f に関する Boltzmann方程式を立て直すと、
df
dt
=

@f
@x

 dx
dt
+

@f
@p

 dp
dt
+

@f
@t

(3.36)
=  f   f0

: (3.37)
ここで、f0 =
1
1 + exp
h
 F
kBT
i は定常状態の Fermi分布関数、 は緩和時間で始状態と終状態に依
存しないとする。時間と空間に依らない電気伝導度を考えるので、式 (3.37)の右辺第 1項と第 3
項は 0である。F = dp
dt
=  eEを用い、さらに電場Eの 1次の項までで近似すると、
f = f0 + eE  @f0
@p
(3.38)
を得る。
2次元の場合を考える。式 (3.19)と v = @E
@p
を用いて電流密度 jは
j =
2
(2~)2
Z
d2p

 evF pjpj

eE  vFpjpj

@f0
@
: (3.39)
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x方向の成分を考えることにすると電気伝導度 Diracは
Dirac =
jx
Ex
(3.40)
=
2
(2~)2
Z
dpxdpy
0@ evF pxq
p2x + p
2
y
1A e @f0
@px
(3.41)
=
2
(2~)2
Z
pdpde2v2F  cos
2 (vF p  vF pF ) (3.42)
=
e2vF pF 
2~2
: (3.43)
2行目から 3行目へは、px = p cos ; py = p sin への変数変換を行った。式 (3.43)は、pF = ~kF
および平均自由行程 l = vF  を用いると、次の形でも表せる。
Dirac =
e2
h
kF l: (3.44)
なお、放物線の分散を持つ 2次元の電気伝導度の式 (3.29)でも vF = ~kF =mであることを用い
ると、
2D =
e2
h
kF l: (3.45)
で表される。フェルミ波数 kF と平均自由行程 lを使って表す場合には、電子のエネルギー分散が
放物線か直線かにかかわらず 2次元電気伝導度は同じ表式となる。
3.2 局在
3.2.1 弱局在
Drudeの公式やボルツマン方程式による電気伝導度の導出は半古典的なものである。つまり、電
子の波動関数の位相を考慮していない。室温付近など比較的高温の領域ではそれで十分だが、低
温になると波動関数の位相が重要な役割を担う。電子の波動関数が干渉を起こすことで弱局在が
生じる。図 3.1に、電子が複数回散乱されて kから  kの状態に遷移した様子を示す。図の上下
で散乱ポテンシャルは同じだが、散乱を受ける順番が逆になっている。系が十分低温であるため、
フォノン散乱の確率が少なく、kから  kの状態になるまで位相を保ち続けるとする。Aの散乱
振幅とBの散乱振幅は時間反転対称性がある場合、同じ値をとる。これによって散乱が強められ、
量子干渉がない場合よりも伝導度が小さくなる。これを弱局在と呼ぶ。スピン軌道相互作用が強
い系では、Aの散乱振幅と Bの散乱振幅は大きさが同じで逆符号となる。この場合、散乱が弱め
られ、量子干渉がない場合よりも伝導度が大きくなる。これを弱反局在と呼ぶ。弱 (反)局在によ
る伝導度 への補正 は同じ形で書け、
 =
e2p
22~
lnT: (3.46)
ここで、T は温度、は弱局在で 1、反弱局在の場合は 12 をとる。pは位相緩和時間を  / T p
で表したときの定数で、フォノン散乱では 2、電子-電子散乱では 1をとる。実際の系では、同じ
形で表される電子-電子相互作用による補正も加わり、
 =
e2
22~

p+ 1  3
4
F

lnT: (3.47)
に従う。F はクーロン遮蔽の強さを表す定数で、1に近いほど遮蔽が強く、0に近いほど弱い。
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図 3.1: (反)弱局在で考慮する散乱。×は散乱体。
3.2.2 強局在
乱れが強くなると状態は局在するようになる。この状態での伝導は局在したサイトから別のサ
イトへフォノンから熱エネルギーを得て飛び移るように伝導するホッピング伝導となる。状態の
局在を表す典型的な長さ、局在長を とする。伝導度はRの距離だけ離れた、エネルギーがE
だけ異なるサイトへ飛び移る確率に比例するはずである。
 / exp

 2R

  E
kBT

: (3.48)
そのようなホッピングが許されるサイトはどれだけ離れた場所にあるのかを考える。少なくとも 1
個見つければよいので、3次元系を考えて、今局在しているサイトの半径 R以内にちょうど 1個
サイトがあると考える。この場合、次の関係式を満たす。
N(EF )E  4
3
R3 = 1: (3.49)
N(EF )はフェルミエネルギーでの状態密度である。これを解けば
E =
3
4N(EF )R3
: (3.50)
これは遠くを探せば探すほど小さなエネルギー差のサイトが見つかるということである。逆に近
くで妥協すると大きなエネルギー差のサイトにホッピングしなくてはならない。しかし、ホッピ
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ングする確率は近いほうが大きい。ここにホッピングする確率とエネルギー利得の競合が起きる。
伝導度 (式 (3.48))を最大にするには距離を
R =

9
8kBTN(EF )
 1
4
(3.51)
とすればよい。したがって、
 / exp( A=T 1=4) (3.52)
となる (Aは適当な定数)。同様に 2次元系では
 / exp( A=T 1=3): (3.53)
ホッピングに最適な距離 (式 (3.51)が温度によって変わるのでこれらは可変領域ホッピング (Variable
Range Hopping, VRH)という。温度が高いと、エネルギーの差が大きいことの損は、ホッピング
確率が小さくなる損に比べると小さくなる。ここでは常にエネルギー差がEだけある最近接の
サイトにホッピングする。そのため伝導度は
 / exp( E=kBT ) (3.54)
となる。これを最近接ホッピング (Nearest Neighbor Hopping, NNH)と呼ぶ。
特定の状況ではN(EF )が具体的に求まる。例えばEfros Shklovskii(ES)型のVRH [45]ではフェ
ルミ面付近で電子とホールが対生成するときクーロン引力を感じて束縛状態ができる。それに由
来して
N(E) =
d


4
e2
d
jE   EF jd 1: (3.55)
ここで は誘電率、dは考えている系の次元である。これを式 (3.51)に入れて計算すると
 / exp( A=T 1=2) (3.56)
が得られる。VRH、NNHも合わせて強局在領域では伝導度が
 / exp( A=T p) (3.57)
に従う。p = 1; 1=2; 1=3; 1=4はそれぞれNNH、ESVRH、2次元VRH、3次元VRHに対応する。
3.3 Landauer公式
Landauer公式は弾道伝導の領域 (L < vF )での電気抵抗を与える。この領域では電気抵抗が長
さに比例したり断面積に反比例したりしないため、電気抵抗率 (伝導度)が物質固有の値として与
えられるということはない。ソースドレイン間に電位差 V を与えたときに生じる電流 I からコン
ダクタンスGがそのまま系を特徴づける物理量となり、それは物質には依らない値となる。
コンダクタンスを導くために図 3.2(a)に示すモデルを考える。左右に電子浴がある。電子浴で
は電子が熱平衡に達しておりフェルミ分布 f(E   ) = 1
1 + exp

 E   
kBT
 で状態が分布してい
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る。ここで kB はボルツマン定数、T は電子浴の温度、はフェルミエネルギーである。2つの電
子浴はリードで接続されその途中に散乱体が存在する。以下簡単のため左右の温度は同一とし、電
子の運動方向は 1次元に限る。ただし、左右のフェルミエネルギーは異なることがある。まず、左
の電子浴から湧き出し、リード途中の散乱体を透過し、右の電子浴へ移動する電流 ILを求める。
IL =  2e
Z 1
0
f((k)  L)(1  f((k)  R))T ((k))v(k)dk
2
: (3.58)
(k)は波数 kの電子が持つエネルギー、v(k) = d(k)~dk は群速度、T (E)はエネルギーEの電子が散
乱体を透過する確率である。先頭の 2はスピン自由度を考慮しているための因子である。また、電
流は左から右に流れる方向を正とする。上式の f((k)  L)(1  f((k)  R))はパウリの排他律
に由来するもので、左から右へ電子が移動するのは左の占有された状態から右の占有されていな
い状態へ移るときのみに許されることを意味する。電流に寄与するのは正の向きに運動する電子
のみなので正の波数にわたって積分を行う。同様の考えによって右の電子浴からの電流が
IL = +2e
Z 1
0
f((k)  R)(1  f((k)  L))T ((k))v(k)dk
2
: (3.59)
で表される。観測される電流は 2つの和で
I = IL + IR (3.60)
= 2e
Z 1
0
(f((k)  R)  f((k)  L))T ((k))v(k)dk
2
(3.61)
=
2e
h
Z
(f(  R)  f(  L))T ()d (3.62)
と書ける。最後の行の変形には v(k)dk = d=~を用いた。R = Lならば I = 0となる。もし、
左の電子浴の電位を V とすると R = L + eV となって有限の電流が流れる (図 3.2(b))。電流を
求めるために系の温度は T = 0とする。このときフェルミ分布関数はヘヴィサイドの階段関数を
使って f(E) = H( E)となるため、
I =
2e
h
Z L+eV
L
T ()d: (3.63)
eV  Lの条件が成り立っていれば、
I =
2e2V
h
T (L) (3.64)
G =
I
V
(3.65)
=
2e2
h
T (L): (3.66)
これは Landauer公式のもっとも簡単な表現である [46, 47]。式中に現れる e2=hは抵抗の逆数の
次元を持つ定数で 3.8710 5
 1に等しく、抵抗に直すと約 25.8k
に相当する。フェルミエネル
ギーでの透過率と量子伝導度とスピン自由度の積でコンダクタンスが表されることが分かる。注
目すべきは、自然界の普遍的な定数のみによってコンダクタンスの大きさが特徴づけられている
ことと完全透過 T = 1の場合であっても有限の抵抗が存在することである。実際、量子ホール効
果相の試料端の伝導チャネルや量子ポイントコンタクトにおいては完全透過が実現し、系の詳細
によらずコンダクタンスの値が 2e2h の整数倍に量子化される [48,49]。
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Left electron bath Right electron bath
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L T, μR
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図 3.2: (a)系のモデル。左右に電子浴がありリードでつながれている。リードの途中には何らか
の散乱体がある。(b)左右の電子浴の状態分布。
Landauer公式は 2次元、3次元系にも拡張ができる。例えば散乱体が y軸に沿う形で存在する
2次元系で x方向に流れる電流を考える。また、電子状態は等方的でエネルギー  = (k)は波数
の大きさ k =
q
k2x + k
2
y だけに依存するとする。R = (kF ); L = (kF ) + eV; eV  Rを仮定
して、
I = 2e
Z 1
0
dkx
2
Z 1
 1
dky
2
(f(  R)  f(  L))T (kx; ky)v(kx; ky) (3.67)
  2e
2V
h
Z 1
0
dkx
Z 1
 1
dky
2
df
dE
(  L)T (kx; ky) @
@kx
(3.68)
 2e
2V
h
Z 1
0
dkx
Z 1
 1
dky
2
(  L)T (kx; ky) @
@kx
(3.69)
 2e
2V
h
Z kF
 kF
dky
2
T (
q
k2F   k2y; ky): (3.70)
透過率が定数の場合を考えると1 [9]
G2D =
2e2
h
kF

T : (3.71)
1透過率が波数に依存する場合にも、
Z kF
 kF
dky
2kF
T (
q
k2F   k2y; ky)  1を改めてステップ透過率 T とおけば式 (3.71)
と同じ形で書ける。
3.3. Landauer公式 49
このコンダクタンスの次元は [
 1m 1]であり、長さ当たりのコンダクタンスを表している。これ
は 2次元で考えたときには散乱体は y方向に伸びる線状のポテンシャル障壁を考えているためで
ある。また、1次元の Landauer公式と異なり、コンダクタンスはフェルミ波数に依存するので、
物質によって異なる値をとり、普遍的な定数とはならない。同様に考えれば 3次元の場合には
G3D =
2e2
h
k2F
4
T : (3.72)
デルタ関数型ポテンシャル障壁を透過する放物線的バンド分散を持つ 2次元電子系
次に具体的なモデルを立てて透過率を計算しコンダクタンスを導出する。まず、最も簡単なモ
デルである y軸に沿った線状のデルタ関数型のポテンシャル障壁に散乱される 2次元系を考える。
Schrodinger方程式 
  ~
2
2m

@2
@x2
+
@2
@y2

+ V (x; y)

 (x; y) = E (x; y) (3.73)
において、ポテンシャル V (x; y) = V0(x)とおく。x = 0(y軸)を境界として領域 I(x < 0)と領域
II(x > 0)に分け、それぞれの領域で波動関数を次の形に定める。
 I(x; y) = e
ikxx+ikyy + re ikxx+ikyy(x < 0) (3.74)
 II(x; y) = te
ikxx+ikyy(x > 0): (3.75)
kx > 0; kyは波数で、実数とする。r; tはそれぞれ反射係数、透過係数である。エネルギーはE =
~2
2m(k
2
x + k
2
y)となる。rと tは x = 0での境界条件から求まる。確率流密度の連続性から波動関数
は x = 0で連続である。すなわち、
1 + r = t: (3.76)
さらに x = 0を含む微小区間で式 (3.73)を積分することにより次の条件が課されていることが分
かる。
  ~
2
2m

@ II
@x

x=+0
  @ I
@x

x= 0

+ V0 I(0; y) = 0 (3.77)
  ~
2
2m

itkxe
ikyy   (ikx   irkx)eikyy

+ V0te
ikyy = 0: (3.78)
式 (3.76), (3.78)を連立させて解くことで係数が
t =
1
1 + i
(3.79)
r =   i
1 + i
(3.80)
 =
mV0
~2k
(3.81)
と求められる。透過率 T = jtj2なので、式 (3.70)に代入して
G =
2e2
h
Z kF
 kF
dky
2
1
1 +
m2V 20
~4(k2F k2y)
(3.82)
=
2e2
h
kF

TQuad

mV0
~2kF

: (3.83)
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ただし、透過率に相当する TQuadは
TQuad(x) = 1  x
2
2
p
1 + x2
ln
p
1 + x2 + 1p
1 + x2   1 (3.84)
で定義される関数である。概形は図 3.3に示す。デルタ関数の係数 V0が小さい、有効質量mが小
さい、フェルミ波数 kF が大きい場合に x! 0となり、透過率が高く、1に近づく。x 1で 2
3x2
に漸近する。
ポテンシャル障壁を透過する 2次元Dirac電子系
次に Dirac電子系のように直線的な分散を持つ 2次元電子系のポテンシャル障壁に対する透過
特性を調べる。詳細は他文献で議論されている [50,51]。Dirac電子系のハミルトニアンは、2 2
成分の行列で次のように表される。
H =
 
0 i~vFk 
 i~vFk+ 0
!
: (3.85)
ただし、k = kx  iky = keiとする。2成分の意味は、例えばグラフェンでは副格子の自由度に
対応し、3次元トポロジカル絶縁体の表面状態ではスピン自由度に対応する。エネルギーと固有関
数はそれぞれ
E = ~vFk (3.86)
 (x) =
1p
2
 
1
iei
!
eikx: (3.87)
ポテンシャル障壁は次の形のものを考える。
V (x) =
8><>:
0 (x < 0)
 eV (0 < x < d)
0 (x > d)
(3.88)
すなわち、0 < x < dの幅 dの領域だけ周囲より電位が V だけ高い状況である。k = (kx; ky) =
(k cos ; k sin )の状態を入射波として、波動関数  を次のように書く。
 (x) = eikxx+ikyy
 
1
iei
!
+ re ikxx+ikyy
 
1
 ie i
!
(x < 0) (3.89)
= aeiqx+ikyy
 
1
 iei
!
+ be iqx+ikyy
 
1
ie i
!
(0 < x < d) (3.90)
= teikxx+ikyy
 
1
iei
!
(x > d) (3.91)
r; a; b; tは複素数の係数である。ここでは、jV jが十分に大きいために障壁外では n型、障壁内では
p型になっていると仮定している。したがって、 eV  ~vF
q
q2 + k2y = ~vFkを満たし、tan =
ky
q
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である。境界条件として x = 0; dで各成分が連続であるという条件を課すと r; a; b; tに関する 4元
連立方程式が得られ、それを解くと
T = jtj2 (3.92)
=
cos2  cos2 
sin2 qd(1  sin  sin)2 + cos2 qd cos2  cos2 : (3.93)
これが、Dirac電子系のポテンシャル障壁に対する透過率である。特徴をよりよくとらえるため
に、ここで jV j ! 1の極限をとる。このとき、q ! ejV j
~vF
、! 0となるため、
T  cos
2 
sin2 + cos2  cos2 
(3.94)
 =
ejV jd
~vF
: (3.95)
注目すべきは jV j ! 1の極限をとっても透過率 T の値は振動するだけで 0に収束しない点であ
る。放物線的な分散を持つ系の透過率が、ポテンシャル障壁の高さ無限大の極限で 0に収束する
のとは対照的である (式 (3.79))。障壁の高さを大きくしても透過率が 0に収束せず、ある領域で
はむしろ jV jが大きくなると透過率が大きくなる。直観に反するこの現象は Klein Paradoxと呼
ばれ、これに伴うトンネル現象そのものはKlein Tunnelingと呼ばれるDirac電子系に特有の現象
である。
以上の結果を用いてポテンシャル障壁の伝導率を導出する。透過率の式 (3.93) を伝導度の式
(3.70)に代入して、
G =
2e2
h
Z 
2
 
2
dkF cos 
2
cos
sin2 + cos2  cos2 
(3.96)
=
2e2
h
kF

TDir(): (3.97)
ここに登場する TDirは透過率に相当し次のような関数である。
TDir() =
1
cos2 
  tan
2 
cos
ln
cot 
2
 : (3.98)
 = n(n = 0; 1;    )で最大値 1をとり、 = (n+ 12)(n = 0; 1;    )で最小値 23 をとる周期 の
関数である (図 3.3)。
3.4 スピン軌道相互作用が強い系の電子状態
3.4.1 相対論的量子力学
電子のようなスピン 1/2の粒子は次のDirac方程式で記述される。
E   c  p  m0c2

	 = 0: (3.99)
ここで	は 4成分ベクトル、の 3成分と は 44行列で次のように表される。
i =
 
0 i
i 0
!
;  =
 
1 0
0  1
!
: (3.100)
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図 3.3: 透過率のポテンシャル障壁高さ依存性。青色は放物線的分散の 2次元電子系での値TQuad(式
(3.84))。赤色はDirac電子系での値 TDir(式 (3.98))。
上式の iは Pauli行列で、
1 =
 
0 1
1 0
!
; 2 =
 
0  i
i 0
!
; 3 =
 
1 0
0  1
!
(3.101)
である。この表現を使えば、式 (3.99)の第 2項第 3項を移項して、両辺に係る演算子を二乗し再
び移項することで
(E2   c2p2  m20c4)	 = 0 (3.102)
のように相対論的であることがあらわになる。むしろ Dirac方程式はそのような要請のもとで作
られた方程式である。
次に 4成分ベクトルである	を 2つの 2成分ベクトル u1と u2に分解してDirac方程式の性質
を見ていく。式 (3.100)を参考にすると式 (3.99)は 
E  m0c2  c  p
 c  p E +m0c2
! 
u1
u2
!
= 0 (3.103)
と書きかえられる。まず正エネルギー解E > 0を考える。このとき式 (3.103)の第 2行に注目すれ
ば u2について解くことができて、
u2 =
c  p
E +m0c2
u1: (3.104)
これを式 (3.103)の第 1行に代入すると
E2   p2c2  m20c4
E +m0c2
u1 = 0 (3.105)
より、運動量 pのときのエネルギーがE =
p
p2c2 +m20c
4と求まる。すなわち、エネルギーE =p
p2c2 +m20c
4の電子の解は
	 =
 
u1
cp
E+m0c2
u1
!
: (3.106)
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注目すべきは u1 に関して一切条件を課していないことである。つまり、エネルギーと運動量の
定まった状態に対して 2つの自由度があることになる。これはスピン 1/2の上向きスピン状態と
下向きスピン状態に対応づけられる。同様に負のエネルギー解も考えることができ、エネルギー
E =  
p
p2c2 +m20c
4に対して、
	 =
 
cp
E m0c2u2
u2
!
(3.107)
が解となる。
エネルギーと運動量の関係式が 2次式であることから、正のエネルギー解と負のエネルギー解
が存在する。負のエネルギー解をどのように解釈するかは非常に重要な問題である。負のエネル
ギー準位の存在を認めてしまうと最小エネルギー準位が存在しなくなり、電子は光子の放出を繰
り返して際限なく低い準位に落ちてしまう。しかしながら、負のエネルギー解を物理的に意味の
ないものとして捨ててしまうこともできない。負のエネルギー解がなければ解全体の集合が完全
系を作らなくなり、相対性理論の根幹である因果律を破ってしまう [52]。Diracはこの問題を解決
すべく次のように考えた。つまり、真空とは負のエネルギー準位がすべて電子により占有されて
いる状態であり、フェルミ粒子である電子は負のエネルギー準位に際限なく落ちていくことはな
いと考えた。このように考えると最低準位の問題も因果律の問題も解決される。さらに次のよう
な現象が起こりうることが示唆される。2m0c2以上のエネルギーをもつ光子が、運動量 p、エネル
ギー E =  
p
p2c2 +m20c
4の状態を占めていた電子を正エネルギー準位に励起することがあるだ
ろう。そのときに観測されるのは、励起された電子だけでなくその電子が元いた準位とは逆の性
質をもつ正孔、つまり電荷 +e、運動量  p、エネルギー  E =
p
p2c2 +m20c
4をもつ質量m0粒
子である。その粒子はのちに確認され、陽電子として知られている。
Dirac方程式では Schrodinger方程式のときと同様に p→ p  qA、E→ E   qV の置き換えを
行うことで電磁場中を運動する電荷 qの運動を扱うことができる。電磁場中、電荷 eの電子の運
動は下の方程式で記述される。 
E + eV  m0c2  c  (p+ eA)
 c  (p+ eA) E + eV +m0c2
! 
u1
u2
!
= 0: (3.108)
一般にこれを解くのは難しいので、非相対論的な近似のもとで計算を進める。エネルギーEを静
止エネルギーm0c2とそこからのずれ "の和で表すと、式 (3.108)が
("+ eV )u1   c  pu2 = 0 (3.109)
 c  pu1 + ("+ eV + 2m0c2)u2 = 0 (3.110)
のように変形される。非相対論的極限では "; eV  m0c2なので式 (3.110)の括弧中の "; eV は無
視して
u2 =
c  p
2m0c2
u1: (3.111)
この式を式 3.109に代入して ( A)( B) = A B + i  (AB)、[pi; Aj ] =  i~@Aj
@xi
などの
公式を使えば
"u1 =

(p+ eA)2
2m0
  eV + e~
2m0
 B

u1 (3.112)
= Hnonu1 (3.113)
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が非相対論的な極限でのDirac方程式として得られる。ここでB = rAである。この方程式は
電磁場中の Schrodinger方程式にスピンによる磁気モーメントの項を加えたものと等価である。
前の段落で無視した "と eV を 1次で取り入れて
u2 =
1
2m0c

1  eV
2m0c2
  "
2m0c2

  p (3.114)
として式 (3.109)に代入すると次の方程式が得られる。
"u1 =

Hnon   i e~
4m20c
2
rV  p  e~
4m20c
2
  (rV  p)

u1 (3.115)
= (Hnon +Hdar +Hso)u1: (3.116)
Hdar =  i e~
4m20c
2
rV  pは Darwin項で、電子のジグザグ運動によるポテンシャルへの補正と解
釈される。Hso =   e~
4m20c
2
  (rV p)はスピン軌道相互作用項である。式 (3.112)右辺第 3項と
見比べると、Beff =   1
2m0c2
(rV  p)が実効的な磁場として働いていることが分かる。これは
高速で動く電子が静止しているような慣性系から見ると電場が磁場として観測されるためと理解
される。ポテンシャル V を原子核からのクーロンポテンシャルと考えると、原子核の電荷、すな
わち原子番号が大きい元素ほど大きなスピン軌道相互作用を与える。実際 Hg, Tl, Pb, Biなどの
重元素が含まれる系ではスピン軌道相互作用が物性に大きくかかわっている。
3.4.2 Rashba効果
ポテンシャル V が対称な形をしているときはスピン軌道相互作用Hsoの平均は 0になる。しか
し、結晶構造が対称性をもたない時や、表面近傍などではポテンシャルの対称性が破れており有限
のスピン相互作用が働く。それによってバンドがスピン偏極することがあり、Rashba効果と呼ば
れる。空間反転対称性がある場合は電子のエネルギーは波数 kに対してE(k; ") = E( k; ")とい
う関係があり、時間反転対称性に由来するE(k; ") = E( k; #)と合わせてE(k; ") = E(k; #)のよ
うにスピンに関して縮退している。一方、空間反転対称性が破れると一般に E(k; ") 6= E( k; ")
なので、時間反転対称性があるとE(k; ") 6= E(k; #)となりスピンに関する縮退が解ける。Rashba
効果は半導体ヘテロ接合 [53]、Au, Biなど重金属の清浄表面 [54{57]、Bi/Ag(111)などの表面合
金 [58]で確認されている。
図 3.4は光電子分光 (ARPES)で観測したAu(111)の表面電子状態である [55]。放物線バンドの
スピン縮退が解けて波数方向にバンドが分裂する典型的なRashba効果が表れている。この典型的
な振る舞いは、2次元自由電子に式 (3.116)のスピン軌道相互作用項Hsoを加えたラシュバハミル
トニアンで記述できる。
H =
~2k2
2m
+Hso (3.117)
=
~2k2
2m
  e~
2
4m20c
2
  (rV  k) (3.118)
V はポテンシャルで、一様電場Eを考えると V =  E  xとなる。多くのバルク結晶のように空
間反転対称性がある場合には電場が特定の方向を向くことは許されないので V = 0でありスピン
軌道相互作用は無効になる。しかし結晶表面では表面垂直な z軸に関して反転対称性が破れてい
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るので、電場の z成分Ezが有限になることが許される。このときの V =  Ezzを式 (3.118)に代
入すれば [59]、
H =
~2k2
2m
+ R  (ez  k): (3.119)
ここで R =
e~2Ez
4m20c
2
は Rashba効果の大きさを表す Rashba係数、ez は表面垂直なベクトルであ
る。エネルギーEはこのハミルトニアンの固有値である。 
~2
2m(k
2
x + k
2
y) ( ky   ikx)
( ky + ikx) ~22m(k2x + k2y)
!
	 = E	: (3.120)
これは容易に解けてエネルギーE、固有ベクトル	、スピンの向き hiはそれぞれ
Ek; =
~2jkj2
2m
 jRjjkj; (3.121)
	k; =
1p
2
 
1
sgn(R)iei
!
; (3.122)
hik; = sgn(R)
0B@   sincos
0
1CA : (3.123)
ここで は k = (k cos; k sin)で定義される。波数方向に分裂したバンドや、スピンが面内成分
のみで波数に垂直であることなどをこのモデルで説明することができる。
(a) (b)
図 3.4: Au(111)清浄表面の光電子分光測定の結果 [55]。(a)  M 方向の分散。放物線的なバンドが
波数方向に分裂していて、スピンの向きに対応している。(b)フェルミ面の電子状態。Au(111)清
浄表面は外側が左回り、内側が右回りになるようなスピン構造をとる。
3.5 トポロジカル絶縁体
スピン軌道相互作用項の V を原子核のクーロンポテンシャル V =   Ze
2
4"0
1
r
とみなすと、式
(3.116)のHsoは軌道角運動量L = r  pとスピン角運動量 sの結合で書ける。
Hso =
Ze3~
8"0m20c
2
L  s: (3.124)
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この項を水素様原子のエネルギーに対する摂動として解くと、p軌道のように 0でない角運動量を
もつエネルギー準位が分裂する (図 3.5(a))。分裂の大きさはHsoの係数に比例するので、スピン軌
道相互作用が非常に大きい系では図 3.5(b)のように p軌道のエネルギーが s軌道のエネルギーを上
回ることがある。バンドのパリティの反転はトポロジカル不変量 Z2 = 0; 1に反映される [60{62]。
フェルミエネルギーがギャップ内にあるとき、Z2 = 0の物質はトリビアルな通常の絶縁体である
のに対し、Z2 = 1の物質はトポロジカル絶縁体と呼ばれる。トポロジカル絶縁体は従来の絶縁体
とは一線を画した性質があり、現在最も盛んに研究されている分野の一つである。
トポロジカル絶縁体の特徴は数多くあるが、重要なのは金属的かつスピン偏極した表面状態を有
することである。厳密には、異なる Z2をもつ物質の界面にスピン偏極した界面状態が現れる (真
空の Z2は 0)。3次元トポロジカル絶縁体の場合はスピン偏極した金属的な 2次元の表面状態が、
2次元トポロジカル絶縁体の場合にはスピン偏極した金属的な 1次元のエッジ状態が現れる。バル
クはバンドギャップが開いた絶縁体であるため、トポロジカル絶縁体は表面もしくはエッジのみに
伝導チャネルをもつ [2, 63]。これはトポロジカル不変量がトポロジカルな量で、連続的な変形の
下では不変であることに由来する。図のようにトリビアル絶縁体からトポロジカル絶縁体に移る
には境界でギャップを閉じるという不連続な変形を経なければならない。スピン偏極していること
もトポロジカル絶縁体の特徴であるが、トリビアルな物質であってもラシュバ効果があればスピ
ン偏極する。ただし、ラシュバ効果では右回りと左回りのスピン偏極フェルミ面が対になってい
るのに対し、トポロジカル絶縁体表面状態のフェルミ面は右回りまたは左回りのみという違いが
ある。詳しい解説は付録で行う。
3.5.1 2次元トポロジカル絶縁体
2次元トポロジカル絶縁体の実験は主に HgTe/CdTe量子井戸系で行われている。図 3.6(a)に
HgTeおよびCdTeのバルクのバンド分散を示す。 6は p軌道からなるライトホール、ヘビーホー
ルバンド、 7がスプリットオフバンド、 8は s軌道からなるバンドである。HgTeはスピン軌道
相互作用が大きいためバンドが反転し、s軌道バンドの上に p軌道バンドが来る。BHZ模型はこ
の状況を再現するために生まれたもので、量子井戸にしたものは 2次元トポロジカル絶縁体とな
る。しかも膜厚を調整することで量子井戸のエネルギー準位を変調し、自明な絶縁体にすること
もできる。
2000年代後半にHgTeの量子井戸の作成が技術的に可能になり精力的に研究が進められた。図
3.6(c)はHgTe/CdTeのホールバーでの非局所抵抗測定の結果である [63]。トポロジカル絶縁体で
ない膜厚のときには伝導度が小さいが、トポロジカル絶縁体のときにはバルク電子密度を 0にし
ても量子伝導度 e2=hの整数倍や分数倍のコンダクタンスが得られている。これはエッジに局在し
た金属状態が存在するためであると解釈される。またコンダクタンスの大きさは Landauer公式で
透過率 T = 1としたときの値であり、散乱なく高い透過率で数 m以上弾道伝導していることが
分かる。これもまたトポロジカル絶縁体の性質と関連がある。2次元トポロジカル絶縁体のエッジ
状態には、上向きスピンの電子は正の方向に進む状態だけ、下向きスピンの電子は負の方向に進
む状態だけが存在する (付録を参照)。エネルギーを保ったままの弾性散乱を起こすとすれば同じ
大きさの運動量で逆向きの状態だけが許される。しかしそれはスピンの反転が必要であり、磁場
や磁性体が存在しない系では起こり得ない。したがって、2次元トポロジカル絶縁体のエッジチャ
ネルは高い透過率を持つ。逆に、磁場の存在下ではコンダクタンスが量子化されないことも確認
されている [63]。
HgTe/CdTeは試料の調整に難があり、最近ではより簡単に作成できるAlSb/InAs/GaSb/AlSb
量子井戸系が新たな 2次元トポロジカル絶縁体として研究が進展している [64{66] この系はスピン
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図 3.5: (a)スピン軌道相互作用が弱い時、(b)スピン軌道相互作用が強い時のエネルギー準位 (下
段)およびバンド分散 (上段)。
軌道相互作用が強い系ではないが、真空準位から測ったとき InAsの伝導帯の下端 (p軌道)がGaSb
の価電子帯の上端 (s軌道)より低い位置にあるためバンド反転が実現している。理論的にはBiの
単バイレイヤー相が 2次元トポロジカル絶縁体であると予言されている [67]。Free-standingなも
のは得られていないが、Bi2Te3などの基板上に基板と相互作用した状態で存在することは確認さ
れている [39]。また STSによってエッジに局在した状態があることも明らかになっているが [68]、
量子化されたコンダクタンスなどによる輸送現象としては確認されていない。2次元トポロジカル
絶縁体は数多くの理論が提唱されているものの、実現できる系が限られており後述する 3次元ト
ポロジカル絶縁体と比較すると研究の進展が遅れている。そのため、実現可能な 2次元トポロジ
カル絶縁体の探索の努力が行われている。
3.5.2 3次元トポロジカル絶縁体
原子構造と電子構造
3次元トポロジカル絶縁体はV属金属の合金Bi1 xSbxで初めて報告された [69]。BiもSbも単体結
晶は半金属だが、混合比を変えていくとL点T点などでのエネルギー準位が変化し 0:04 < x < 0:22
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(a)
(b)
(c)
図 3.6: (a)HgTeおよび CdTeのバルクのバンド分散。(b)HgTeを CdTeで挟んだ量子井戸にお
けるエネルギー準位。E1とH1はそれぞれ (a)の  6と  8にそれぞれ対応する。膜厚を変えるこ
とでバンド反転の有無を変調できる [2]。(c)HgTe/CdTe量子井戸に現れる 2次元電子系の抵抗測
定 [63]。バンド反転がない場合 (I)は抵抗が非常に大きいが、バンド反転がある場合 (II-IV)に抵
抗が量子化される。
の範囲でギャップ中にフェルミ準位があることが知られていた [70]。絶縁相のときのトポロジーを
理論的に調べると非自明な系である可能性が指摘されていた [62]。Bi1 xSbxがトポロジカル絶縁
体であることの証明は角度分解光電子分光法 (ARPES)によるフェルミ面のマッピングによって
行われた [69, 71]。トポロジカル絶縁体は奇数個の TRIMにおいてバンドのパリティが反転して
いる。それに対応して  点から M点に至るまでに奇数個の表面状態バンドがフェルミ準位を横切
る。実際 Bi1 xSbx(111)には 5本の表面状態がフェルミ準位を横切っていることが確認され、ト
ポロジカル絶縁体であることが確認された。
Bi2Se3やBi2Te3は現在最も盛んに研究されている3次元トポロジカル絶縁体といえる。Bi1 xSbx
と比べるとバンドギャップが大きいうえにフェルミ面の形状が単純であり、薄膜単結晶問わず作成
が容易である利点がある。Bi2Se3 や Bi2Te3 はテトラジマイト型と呼ばれる共通の結晶構造をと
る (図 3.7(a)) [72]。組成式はA2B3(A=Bi, Sb; B=Te, Se)で、Bの三角格子とAの三角格子とが
順番に積層した 5原子層 (Quintuple Layer, QL)を単位として積層構造をとる。積層する方向は c
軸である。積層した原子が下の層の原子がなす三角形の重心と重なるいわゆるABC型積層を行う
(菱面体構造、図 3.7(b)(c))。原子の c軸垂直方向の位置は 3原子層おきに繰り返されるので、c軸
方向の繰り返し単位は 1QLではなく 3QLとなる。QL内の結合はイオン結合と共有結合の両方の
性質を持つ [73]。その一方でQL間の結合は弱いVan der Waals結合であるため容易にへき開し、
数QL単位で単結晶から剥離可能である [74, 75]。
Bi2Se3, Bi2Te3はただ 1つの金属的な表面状態を  点近傍に持つ。ARPESでは図 3.8(a)(c)のよ
うなDirac-cone型の表面状態が確認されている [3,4]。理論的に予想される分散と同じであり、の
ちにスピン分解ARPESではスピン偏極が予想されるとおりに観測された [76{78]。Bi2Se3, Bi2Te3
は本来 0.1 eV程度のバンドギャップを持つ絶縁体であるが、多数の Se欠損もしくは Te欠損のた
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図 3.7: (a)代表的なテトラジマイト型結晶、Bi2Se3の結晶構造。(b)上から見た図。(c)横から見
た図 [72]。
め多数の電子がドーピングされて伝導帯少し上にフェルミ準位がある (図 3.8)。この状態は表面で
はなくバルクに広がって分布する状態であり、トポロジカル表面状態の特性を観測する上でバル
ク伝導の寄与が大きなバックグラウンドとなってしまう。そのため、欠損を少なくする工夫やホー
ルドープによる補償によってフェルミエネルギーがバルクのバンドギャップ内にある、すなわち表
面状態だけがフェルミ準位にかかるようにし、トポロジカル表面状態の寄与を大きくする試みが
続けられている [79{81]。
Bi2Se3, Bi2Te3ともに似通った特徴を持つトポロジカル絶縁体であるが、フェルミ面の形状に
違いを見出すことができる。Bi2Se3のフェルミ面はほぼ円形である (図 3.8(b))。しかし、Bi2Te3
のフェルミ面は歪んだ六角形のような形状をしている (図 3.8(d))。この形状の違いはトポロジカ
ル表面状態のハミルトニアンに波数に関して 3次の項を導入することで説明できる。3次元トポロ
ジカル絶縁体の表面状態における最も単純な形のハミルトニアンは、
Hsurf (kx; ky) =
 
0 i~vFk 
 i~vFk+ 0
!
= ~vF (kyx   kxy): (3.125)
ここにに波数 3次の項を追加することで修正されたハミルトニアン
H = ~vF (kxy   kyx) + 
2
(k3+ + k
3
 )z (3.126)
を考える [82]。ただし、k = kx  iky である。このハミルトニアンの下では、エネルギーが
E(k) = 
q
~2v2Fk2 + 2k6 cos2(3) (3.127)
で表される。ただし、(kx; ky) = (k cos ; k sin )とする。 6= 0のときに =3を周期とする異方
性が生じることになる。これをフェルミ面のWarpingと呼び、Bi2Te3のフェルミ面が六角形状に
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なる理由である。さらに、修正されたハミルトニアンの特徴はスピンの z方向が 0でなく、周期
2=3で振動することである。(3.126)式に z が含まれていることからも直観的にわかる。スピン
分解 ARPESによって Bi2Te3 の表面状態が z 成分を持つことが確認されている [77, 78]。ただ、
Warpingは Bi2Te3に特有の現象というわけではなく、単に vF と 、フェルミ準位の大小の問題
である。実際、Dirac点に近いエネルギーでは Bi2Te3のフェルミ面も円形に近く、Bi2Se3フェル
ミ面はわずかにWarpingしている [83, 84]。
(a) (b)
(c) (d)
図 3.8: (a)Bi2Se3単結晶のARPESによるバンド分散。(b)その等エネルギー面 [3]。(c)Bi2Te3単
結晶のARPESによるバンド分散。(d)等エネルギー面 [4]。
トポロジカル表面状態は単結晶表面だけでなく薄膜でも観測されている。薄膜の場合、真空との境
界 (表面)およびその裏面 (多くの場合基板との界面)の 2か所に表面状態が出現する (図 3.9(a)(b))。
薄膜の表面状態は、膜厚無限大の極限では単結晶試料表面と同一の状態が得られるが、膜厚を薄
くしていくと表面と裏面の状態が混成してトポロジカルな状態でありながらギャップが導入され
る。Bi2Se3薄膜においては 5 QL以下、Bi2Te3薄膜においては 1 QL以下で表面状態と裏面状態
の混成によるバンドギャップが生じている (図 3.9(c)(d))( [85{87]。第一原理計算でも矛盾のない
結果が出ている [88]。サイズ効果による金属的表面状態の消失は、トポロジカル相からトリビア
ル相への転移とは機構が異なる。例えば Bi2Se3の場合、3 QLから 5 QLまでの膜厚では  点に
おいてバンドのパリティの反転が生じているにもかかわらず、混成によって表面状態にギャップが
開いている。2 QL以下の膜厚ではそもそもバンド反転が生じておらず自明な絶縁体である [89]。
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つまり、薄膜においては必ずしもトポロジカルな表面状態が金属的であるわけではない。輸送現
象においては、トポロジカルに非自明か否かよりもギャップが存在することによって表面伝導の寄
与が劇的に小さくなる現象が報告されている [90, 91]。
1 QL 2 QL 3 QL 4 QL 5 QL
Bi
2
Te
3
Bi
2
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3
d > d
c
d < d
c
|ψ|2
|ψ|2
(a) (b)
∆
(c)
(d)
図 3.9: (a)膜厚 dが臨界膜厚 dcより厚いとき (d > dc)、(b)薄いとき (d < dc)のディラックコー
ンの模式図。実線と破線はそれぞれ表面状態と裏面状態、赤と青はスピン偏極方向の違いを表す。
波動関数の大きさ j	j2も合わせて描いた。膜厚が小さいと表面状態と裏面状態が混成し、の大
きさのギャップが開く。エネルギー方向に表面、裏面バンドが分裂しているのは表面裏面の電位差
によるものである。(c)Bi2Se31-6 QLのARPES像 [85]。(d)Bi2Te31-5 QLのARPES像 [87]。
電子輸送
Bi2Te3 や Bi2Te3 などはトポロジカル絶縁体として注目される以前から、有望な熱電材料とし
て研究が進めらていた。単結晶や厚さ数十 nm以上の薄膜などについては比較的早い段階で詳細
な電気伝導測定が行われている。Bi2Te3とBi2Se3に共通する特徴として、文献ごとに報告される
抵抗率の温度特性が異なることが挙げられる。例えば、Bi2Te3に関しては半導体的

d
dT
< 0

で
あるもの [92, 93]、金属的

d
dT
> 0

であるもの [94]、低温で金属的で高温で半導体的であるも
のがそれぞれ報告されていた (図 3.10(a)および文献 [95]参照)。Bi2Se3でも同様の報告が存在す
る [96]。当時は、金属的な伝導は欠陥などに由来する縮退した電子によるものであり、試料に適
切な処理をすることで完全な半導体的振る舞いをさせることができると考えられていた。トポロ
ジカル絶縁体として認識されている現在ではこれらの振る舞いは次のように説明される。伝導度
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は半導体としてのバルク由来の伝導度 bとトポロジカル表面状態に由来する伝導度 sの和で表
されるとする。それぞれの温度依存性は
b = 0 exp

  Eg
kBT

(3.128)
s = (a+ bT )
 1: (3.129)
ここで、0; a; bは定数、Egはバンドギャップである。bは T = 0で 0、T を増すごとに単調増加
で 0に近づく熱活性型の半導体的抵抗温度特性を示す。sは T = 0で a 1(残留抵抗)、T が上昇
すると伝導度は 0に近づく典型的な金属的抵抗温度特性を仮定する。これらの仮定のもとでは、低
温では表面状態の寄与が主要であり、高温ではバルクの寄与が主要になる。したがって、絶対零
度からある温度までは金属的な温度特性を示し、それ以上の温度で半導体的な温度特性を示すこ
とが説明できる。
2000年代後半から現在にかけて、試料作成や微細加工など実験手法の進歩やトポロジカル絶縁
体の概念の確立により、従来より精巧な測定が多く行われるようになった。特に多く行われるの
は、トポロジカル絶縁体の薄膜や薄片を微細加工して電極やバックゲートを作成し、磁場と温度
を変えて測定する手法である。電極を適当に設けることで試料の縦抵抗 (xx)と横抵抗 (xy)を得
られる。縦抵抗の温度変化から局在現象や半導体キャリアの熱活性型励起を検出することができ
る。磁場を変えて縦抵抗を測定すると Shubnikov de Haas振動や (反)弱局在の検出ができ、横抵
抗からはホール係数が得られる。系統的に解析することで、キャリア密度、フェルミ波数、散乱
時間、有効質量などの定量的な評価が可能である。また、磁場をかける方向を変えることで 3次
元のバルク成分と 2次元の表面成分を別々に切り分けて論じることもできる [97,98]。バックゲー
トはキャリアを誘起することでフェルミエネルギーの変調が行える。フェルミエネルギーの位置
によって n-typeを p-typeに変えたり、バルク状態を横切らないようにしたりすることで伝導特性
がどのように変わるかが研究されている。フェルミエネルギーがディラック点の位置にあるとき、
抵抗が最大値をとることが報告されている [99{101](図 3.10(b))。
(a)
(b)
図 3.10: (a)Bi2Te3薄膜の電気抵抗率温度依存性の例 [97]。Q3, Q2, Q1, N1の順で電子密度が小
さく、半導体的性質が強い (低温で抵抗が上昇する)。(b)ゲート電圧変調による Bi2Se3薄膜の抵
抗率変化 [101]。
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第4章 異方性トポロジカル絶縁体薄膜の電気伝導
特性
この章の内容は、5年以内に雑誌等で刊行
予定のため、非公開。
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第5章 トポロジカル絶縁体へのドーピングが原子
ステップ抵抗に及ぼす影響
この章の内容は、5年以内に雑誌等で刊行
予定のため、非公開。
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第6章 Bi2X3 (X=Se, Te) 薄膜上のBi単一バイ
レイヤーの電気伝導
この章の内容は、5年以内に雑誌等で刊行
予定のため、非公開。
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第7章 結論
トポロジカル絶縁体はスピン偏極したディラックコーンを持つため、物理的に興味深いのみな
らずスピントロニクスデバイスへの応用が期待される物質である。運動量に対して垂直な向きに
スピンが向く性質があるため、スピンの向きを変えない不純物に対して運動量を変える散乱がさ
れにくいという性質があると考えられている。この性質は STSを利用した数 nmオーダーのミク
ロスコピックなスケールでは検証が多くなされている。その一方で、m以上のマクロスコピック
なスケールでこの性質が電気伝導の観点から見出されるか否かは検証がなされていなかった。そ
こで本研究の目的は、トポロジカル絶縁体表面の 1原子ステップという散乱体によってトポロジ
カル絶縁体の電気伝導特性がどのような影響を受けるか検証することにある。この目的を達成す
るため、本論文では微傾斜 Si(111)基板の上にトポロジカル絶縁体であるBi2Te3またはBi2Se3薄
膜を蒸着し、その抵抗率を正方 4探針法で測定した。正方 4探針法を用いてステップを横切る方
向の抵抗率と、ステップに平行方向の抵抗率とを分離して測定した。さらに、同様の測定をPbで
ドーピングされたBi2Te3に対して行い、フェルミ準位を変調することによる 1原子ステップの影
響の変化を調べた。Biの単一バイレイヤー (Bi-1BL)を蒸着することによる、1原子ステップの影
響の変化も調べた。
実際の測定では、期待された通りステップ垂直方向のほうが平行方向よりも高い抵抗率が得ら
れた。また、ステップ抵抗の温度依存性も測定され、温度に依存しないことからフォノンではな
くステップなどの散乱ポテンシャルによるものであることが明らかとなった。本論文では様々な
膜厚で抵抗率の異方性を測定し、その膜厚依存性から表面のトポロジカル状態の寄与を見積もっ
た。まず、薄膜の伝導度が膜厚に依存するバルクの寄与と、膜厚に依存しない表面の寄与との和
で表されると仮定した。バルクの電気伝導に対する寄与は膜厚のおよそ 3乗で表されるべき乗則
に従っており、薄膜表面の凹凸が抵抗を生み出す Fishman-Caleckiのモデルで説明された。表面
の寄与は電気伝導度のステップ平行、垂直成分がそれぞれ、Bi2Te3では 130, 70 S、Bi2Se3では
140, 110Sと見積もられた。この差が 1 QL高さのステップによるものであると仮定すると、ス
テップでのキャリアの透過率が Bi2Te3で 0.05, Bi2Se3で 0.5であることが判明した。これらの値
は、もっとも単純な形のトポロジカル表面状態を仮定した透過率が取りうる範囲 (23  T  1)より
もBi2Te3では大きく下回り、Bi2Se3ではやや下回る結果である。他の系と比較すると、Bi2Se3に
関してはトリビアルな系である Si(111)
p
3p3-Agの透過率 0.3よりも大きく、Bi2Te3では小さ
い。本論文では、この差をフェルミ面の歪み (ワーピング)によるものと解釈した。つまりBi2Te3
ではフェルミ面が大きく歪み、そのために散乱が起こるパスが歪んでいない状態よりも多くなっ
ている。Bi2Se3ではフェルミ面の歪みが小さく、単純なトポロジカル表面状態を仮定した場合の
透過率の下限よりやや下回る程度になっていると推測された。トポロジカル絶縁体は後方散乱が
抑えられるため、トリビアルな系と比べて不純物による擾乱に強いといわれているが、系によっ
てはトリビアルな系よりもステップの散乱を受けて伝導率を落とすことが判明した。この結果は
フェルミ面の歪みに由来する電気特性の違いを明らかにした初めての例である。
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Bi2Te3に特徴的な性質として、特別な注意なく薄膜を作成すると自然に電子がドープされ、フェ
ルミエネルギーはバルクの伝導帯の底に位置する。このため、Bi2Te3の電気伝導にトポロジカル
表面状態とは別のバルクの寄与が時として表面状態の寄与を覆い隠してしまう。それを避けるた
めに、トポロジカル絶縁体に何らかのドーピングを行い、フェルミエネルギーを変調してバルク
の寄与をなくすことは一種の常とう手段になっている。例えば、Bi2Te3に Pbを十分ドープする
と、フェルミ面からバルク状態を消すことができると報告されている。本研究でも、Pbをドープ
してバルクの寄与を小さくした (Bi1 xPbx)2Te3 (0  x  0:20)薄膜を作成し、そのステップ抵抗
を測定した。Pb濃度 xを変えることで、ステップに平行な方向、垂直な方向、また温度係数が変
化することが判明した。いずれの値も、Pb濃度 xを増やしていくと x = 0:10と x = 0:17の間を
境にして急激に増大した。ここを境に xが大きい領域でバルクが絶縁体的、小さい領域でバルク
が n型にドープされていると考えられる。x = 0:17以上の (Bi1 xPbx)2Te3 は主にトポロジカル
表面状態による電気伝導が測定されているとみられ、ステップの透過率 T は 0.5と、Pbドープを
行わず自然に電子ドープされたBi2Te3の T = 0:05を大きく上回る透過特性が見られた。これは、
バルク状態をなくしたことによるバルク-表面間散乱の減少や、フェルミ面のワーピングが抑制さ
れていることが原因であると解釈できる。以上の結果は、ステップ抵抗率がフェルミ準位の変調
によって制御される可能性を示すものである。
Bi2Te3やBi2Se3の上にBi-1BLを蒸着することにより、トポロジカル表面状態の存在を保った
まま別の電子状態が形成される。ここまでの結果で、ステップの透過特性は電子状態に依存するこ
とが判明しているので、Bi-1BL蒸着によるステップ透過特性の変化が期待される。また、Bi-1BL
は 2次元トポロジカル絶縁体の候補であり、その場合はステップのエッジ部分に新たな伝導チャ
ネルが生じる可能性がある。測定の結果、Bi/Bi2Te3、Bi/Bi2Se3ともにBi2Te3、Bi2Se3よりもス
テップをよく透過することが判明した。ステップ付近でのポテンシャル障壁が Bi-1BLの蒸着に
よって変化したと考えられる。一方、Bi-1BLによるステップ平行方向のエッジ伝導は最大に見積
もって 1:7  10 10 
 1cmで平均自由行程に直すと 20 nm程度であった。Bi-1BLの蒸着により
Bi2Se3のステップ平行、垂直方向ともに 2次元伝導度が上昇するが、Bi2Te3ではほとんど上昇し
ないことが判明した。Bi2Te3よりBi2Se3の上のBi-1BLのほうがより free-standingであることを
示唆する結果である。Bi/Bi2Te3(3QL) とBi/Bi2Te3(1QL)の 2次元抵抗温度依存性を測定したと
ころ、温度の低下に従って抵抗率が上昇する現象がステップ垂直方向のみに見られた。
以上の結果から、本研究の目的である、原子ステップがトポロジカル絶縁体の輸送特性に与える
影響の検証は、微斜面基板上に成長したトポロジカル絶縁体薄膜のステップに起因する異方的な
電気伝導特性を検出することで達成された。原子ステップはトポロジカル絶縁体においても、ト
リビアルな物質と同様に散乱体として働く場合がある。しかし、フェルミ面ワーピングの効果が
ないトポロジカル物質では、後方散乱の抑制のため、ステップにおけるキャリアの透過率は高い
といえる。ミクロスコピックなスケールではワーピング効果が後方散乱をもたらすことはすでに
確認されており、その効果がマクロスコピックな電気伝導現象としても確認できることを示す結
果となった。また、フェルミ準位を変調することによってバルク状態やワーピング効果がない試
料においては、それに伴ってステップの透過率が高くなることが判明した。原子の蒸着で表面の
電子状態を変えると、ステップで電子が感じるポテンシャル障壁も変化し、Bi-1BLの蒸着の場合
には透過率が上昇することも示された。これらの成果から、ステップの透過特性がトポロジカル
絶縁体表面の性質を反映するパラメータの一つであるといえる。
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付 録A トポロジカル絶縁体の理論
この章ではトポロジカル絶縁体を詳細に理解するための基礎知識を述べる。2次元トポロジカル
絶縁体の節ではこの概念がどのような経緯で導入されたかを解説する。3次元トポロジカル絶縁体
の節では具体的な例も交えて実験理論両面からどのように理解されてきたかを詳細に述べる。
A.1 2次元トポロジカル絶縁体
試料に対して磁場をかけた状態で電場をかけると、たがいに垂直な方向に電流が生じることは
19世紀以来ホール効果として知られている。1980年前後から 2次元電子系の極低温強磁場下での
ホール効果測定が行われ始め、系によらずホール伝導度が e
2
h
の倍数に量子化することが報告され
た [48, 165{169]。この現象を量子ホール効果 (Quantum Hall Eect, QHE)と呼ぶ。量子化され
たホール伝導度の背景には、試料のエッジに沿った伝導チャネルの存在や、バンド構造のトポロ
ジーが密接にかかわっていることなどが理論的に示唆された [167{169]。図 A.1(a)に量子ホール
効果の概略を示す。強磁場を印加した 2次元電子系の端を伝導電子が周回している。
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図 A.1: (a)量子ホール効果 (QHE)と (b)2次元トポロジカル絶縁体、量子スピンホール効果 (QSHE)
の模式図。
量子ホール効果は磁場下、すなわち、時間反転対称性が破れた系で起きる現象である。Kaneと
Meleは類似の現象が時間反転対称性のある系で現れないかを考察した [170]。彼らのアイデアを
図A.1(b)に示す。仮に上向きスピンと下向きスピンの電子に働く磁場の向きが互いに逆であれば、
正味の磁場は存在せず時間反転対称性を保つ。そのような状況が実現するためにはスピン軌道相
互作用HSOC /   (prV )が必要である。その結果、上向きスピンの電子が上から見て右回り
に、下向きスピン電子が左回りに流れることになる。この系に時間反転操作を行うと電子の軌道
運動とスピンの向きの両方が反転し元の状態と変わらないことからも (右回りの上向きスピンと左
回りの下向きスピンはたがいに移り変わる)確かに時間反転対称性があることが分かる。エッジを
流れる電子に注目すると逆向きに運動する電子のチャネルが対になっているため量子ホール効果
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と異なり、エッジに電流は流れていない。しかし、電子のスピンに注目すると、逆向きの電子が
互いに逆向きに運動しており、スピン角運動量の流れ、スピン流が生じていることが分かる。こ
のような性質を持つ系は、電場をかけるとその垂直な方向にスピン流が流れることから、量子ス
ピンホール相 (効果)(Quantum Spin Hall Eect)と呼ばれる。さらに量子スピンホール効果は量
子ホール効果と同じく電子構造のトポロジーと関連付けられていることから 2次元トポロジカル
絶縁体とも呼ばれる。
最初にMeleとKaneが文献 [170]においてグラフェンにおける量子スピンホール効果を論じた
が、グラフェンのスピン軌道相互作用は大きなものではなく、実験的に検出するには条件が厳し
かった。後に、Bernevig, Hughes, Zhangが提唱した 2次元半導体モデル、BHZ模型が非自明な
トポロジーを持つことが示された [2]。BHZ模型は、グラフェンより大きなスピン軌道相互作用を
持つHgTe/CdTe量子井戸系を念頭に置いており、実際この系が 2次元トポロジカル絶縁体である
ことが実験的に実証された [63,153,171]。以下、BHZ模型などを用いて 2次元トポロジカル絶縁
体の理論的背景について述べる。さらにそれを 3次元の場合に拡張する。理論的裏付けや詳しい
導出は他のレビューにも紹介されている [172{174]。
A.1.1 バルクエッジ対応
初めに周期的ポテンシャルのもとでの 1次元結晶の場合を考える。波動関数	は、格子定数を
aとして Blochの定理より
	k(x) = e
ikxuk(x): (A.1)
ここで uk(x)は周期 aの適当な関数である。周期的境界条件	k(x+Na) = 	k(x)(N 2 N)を課せ
ば、結晶運動量 kは k = 2n
Na
(n = 0; 1;    ; N   1)の値をとる。このような波動関数で表される
状態を、以降 jki = eikx jukiのように表す。
運動量 kを量子数とする状態をフーリエ変換すると、位置Rに局在したWannier状態となる。
jRi =
X
k
e ikRp
Na
jki (A.2)
=
X
k
eik(x R)p
Na
juki : (A.3)
どこに局在しているかは位置演算子の期待値、すなわち分極 P を計算すればよい。ここでは、
R = 0の場合について計算する。まず、式 (A.3)の両辺をR = 0とし、kで微分1すると、
0 =
X
k

ixp
Na
eikx juki+ e
ikx
p
Na
@
@k
juki

(A.4)
= ix jR = 0i+
X
k
eikxp
Na
@
@k
juki : (A.5)
左から式 (A.3)を作用させて整理すると、
P = hR = 0jx jR = 0i (A.6)
=
1p
Na
X
k;k0
huk0 j ei(k k0)xi @
@k
juki : (A.7)
1N が大きいとして連続量とみなしている。
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上式右辺の
P
の中は、ukの周期性を使って次のように変形できる。
huk0 j ei(k k0)xi @
@k
juki =
N 1X
j=0
Z a
0
dxuk0(x)e
i(k k0)(x+ja)i
@
@k
uk(x) (A.8)
=
N 1X
j=0
ei(k k
0)ja
Z a
0
dxuk0(x)e
i(k k0)xi
@
@k
uk(x) (A.9)
= Nkk0
Z a
0
dxuk(x)i
@
@k
uk(x) (A.10)
= kk0
Z Na
0
dxuk(x)i
@
@k
uk(x) = hukj i @
@k
juki : (A.11)
(A.12)
これを使って最終的に
P =
1p
Na
X
k
hukj i @
@k
juki (A.13)
=
a
2
Z 2=a
0
dk hukj i @
@k
juki (A.14)
=   a
2
Z 2=a
0
dkak(k) (A.15)
まで簡単になる。ここで ak(k)は Berry接続と呼ばれる量で、
ak(k) = hukj   i @
@k
juki : (A.16)
ここで分極 Pがゲージ変換に対してどのように変換を受けるかを考える。ゲージ変換は ju0ki =
ei(k) jukiで与えられる。これを式 (A.14)に代入すると
P 0 =
a
2
Z 2=a
0
dk hu0kj i
@
@k
ju0ki (A.17)
=
a
2
Z 2=a
0
dk hukj e i(k)i @
@k
ei(k) juki (A.18)
= P   a
2
Z 2=a
0
dk
@(k)
@k
(A.19)
= P   a
2



2
a

   (0)

(A.20)
= P  ma: (A.21)
mは整数である。最後の式変形は波動関数の一価性から ei(2=a) = ei(0)が要求されることによ
る。分極の値には選ぶゲージによって格子定数の整数倍の不定性があることがわかる。ゲージに
よって変化する量は物理量ではない。しかし、分極の差をとることによってこの不定性を打ち消
すことができる。例えば、系に加える外場を時刻 t = 0から t = T までゆっくり変化させたときの
分極の差分、
P = P(T )  P(0) (A.22)
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はゲージ不変量となる。この量は次のように変形できる。
P =
a
2
Z 2=a
0
dk huk(T )j i @
@k
juk(T )i   a
2
Z 2=a
0
dk huk(0)j i @
@k
juk(0)i (A.23)
=
a
2
"Z 2=a
0
dkak(k; 0) +
Z T
0
dtat(
2
a
; t) +
Z 0
2=a
dkak(k; T ) +
Z 0
T
dtat(0; t)
#
(A.24)
=
a
2
I
C
a(k; t)  dl (A.25)
=
a
2
Z T
0
dt
Z 2=a
0
dk

@at
@k
  @ak
@t

: (A.26)
Berry接続の t成分を k成分と同様に at(k; t) = huk(t)j   i @@t juk(t)iで定義し、3行目から 4行目
への変形には Stokesの定理を用いた。最後の行、式 (A.26)の形であらわされる量は aを除くと第
1Chern数NChと呼ばれる量で、t = 0と t = T の時とで外部パラメータが一致する場合には整数
値をとる。系のパラメータを時刻 t = 0から断熱的に変化させて時刻 t = T で元に戻ったとき、分
極の変化分は
P = aNCh(NCh 2 Z): (A.27)
つまり、系のパラメータの変化を一周させる間に、電荷密度の中心が格子間隔の整数倍だけずれ
ることを意味する。NCh 6= 0のときには以下に述べるような興味深い考察ができる。最初に、周
期境界条件が課せられた 1次元の系（バルク）でバンドギャップを持ち、それより下のエネルギー
準位がすべて占有されている系（半導体）を考える。NCh = 1となるように t = 0から t = T ま
で外部パラメータを変化させて元に戻したとき、電荷は最初とは aだけ右にずれた状態となる (図
A.2(a))。もともと電荷は周期 aで分布しているため、最初の状態と区別はつかない (図 A.2(b))。
次に、系に端がある場合を考える。上と同様に外部パラメータを変化させて元に戻す。電荷は同じ
く右に aだけずれるが、これは明らかに最初とは異なる状態である (図A.3(a))。左端に正の電荷
が生じたように見えるため、電荷ポンプと呼ばれる。さらに、占有されている電子状態がどのよう
に変化するかを考える。上のバルクの場合と同様、半導体的でバンドギャップを持つとここで仮定
する。有限のバンドギャップのため、t = 0で価電子帯のある状態を占有していた電子は t = T で
も価電子帯のいずれかの状態を占有する。電子はフェルミオンであり、同一の状態を占有できない
ことから、t = 0で価電子帯の全状態を占有していた電子は t = T でもやはり価電子帯の全状態を
占有する。これは上で論じた、電荷密度分布が t = 0と t = T とで明らかに異なるという結果と矛
盾するものである。この矛盾を解消するには、価電子帯と伝導帯を連続的に結ぶバンドギャップ内
準位（エッジ状態）が存在しなくてはならない (図A.3(b))。存在する場合、端に電荷がポンプさ
れた状態はエッジ状態を通じて価電子帯の電子が伝導帯に遷移したことに対応する。以上のよう
に、具体的な計算を行わなくともバルクの状態の情報のみでエッジに状態が存在するかを議論す
ることができる。これをバルクエッジ対応と呼ぶ。なお、上記の議論で (k; t)! (kx; ky)と単純に
置き換えることで、2次元電子系にそのまま適用できる。その例としては量子ホール効果がある。
A.1.2 スピンポンプとZ2指数
この節では周期的かつある時刻で時間反転対称性を持つハミルトニアンの下での電荷ポンプを
考える。ハミルトニアンは以下の条件を満たすこととする。
H(t+ T ) = H(t) (A.28)
H( t) = H(t) 1: (A.29)
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図 A.2: (a)NCh = 1となるように断熱的にパラメータを 1周させたときの波動関数の変化と (b)
電子状態の変化。
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図 A.3: (a)図A.2と同じだが端のある系で同じくパラメータ変化させたときの波動関数の変化と
(b)電子状態の変化。
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ただし、は時間反転演算子 (付録参照)。この条件のもとでは t = 0; T=2では時間反転に対して
対称である。前節では 1つのバンドにおける電荷ポンプの表式を示したが、フェルミエネルギー
以下のそれぞれのバンドについて足し上げると真の電荷ポンプを与える。ここでは t = 0; T=2に
おいてKramers対をなす 2つのバンドのみが占有されている系を考え、全体としての電荷ポンプ
Pを
P = P1 + P2 (A.30)
Pi =
1
2
Z 
 
dk huikj   i @
@k
juiki (A.31)
=
1
2
Z 
 
dkaii (A.32)
で定める。簡単のため、ここでは格子定数 a = 1とおく。aiiのように表したのは、ベリー接続行
列 aの成分であることを強調するためである。ベリー接続行列の成分は
aij(k) = huikj   i @
@k
jujki (A.33)
で与えられる。スピンが保存する系では添え字 iはそのままスピン1
2
に対応する。さらに、各バ
ンドの寄与の和ではなく差で定義される物理量 Pを
P = P1   P2 (A.34)
で定める。この量はスピンが保存する系では、電荷ポンプに対応する形でスピンポンプとして物
理的な意味を持つ。一般の系では必ずしもスピンの分極を記述するわけではないが、便宜的に時
間反転分極と名付ける。
前節と同様に、断熱的に時間変化するパラメータに対して分極がどのように変化するのかを調べ
る。そのためにP(T=2) P(0)を計算する。前節の同じくP(T ) P(0)ではないのは、t = T=2
における時間反転対称性のために P(T ) = P(0)が自動的に成り立つからである。以下の議論で
は次のように定義される w行列を定義すると見通しが良くなる。
wij(k) = hui( k)j juj(k)i : (A.35)
とくに、時間反転対称な時刻においては
w(k) =
 
0 e i(k)
 e i(k) 0
!
: (A.36)
この表式を用いて、ベリー接続行列の成分に次のような関係があることが示せる。
a11( k) = hu1( k)j   i @
@( k) ju1( k)i (A.37)
= i hu1( k)j @
@k
ju1( k)i (A.38)
= i hu2(k)j e i(k) @
@k
ei(k) ju2(k)i (A.39)
= i hu2(k)j @
@k
 ju2(k)i   hu2(k)ju2(k)i @(k)
@k
(A.40)
=  i hu2(k)j @
@k
ju2(k)i   @(k)
@k
(A.41)
= a22(k)  @(k)
@k
: (A.42)
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上から 5番目の等式変形には h ji = hj iと @
@k
(h j i) = 0を用いた。
これらを使ってまず P1を計算してみる。時刻 tは 0か T=2とし、計算式からは省く。
P1 =
1
2
Z 
 
dkaii(k) (A.43)
=
1
2
Z 
0
dka11(k) +
Z 0
 
dka11(k)

(A.44)
=
1
2
Z 
0
dk

a11(k) + a22(k)  @(k)
@k

(A.45)
=
1
2
Z 
0
dkTr[a(k)]  1
2
f()  (0)g (A.46)
=
1
2
Z 
0
dkTr[a(k)]  i
2
log
w12()
w12(0)
: (A.47)
同様の計算により
P2 =
1
2
Z 
0
dkTr[a( k)] + i
2
log
w12()
w12(0)
(A.48)
が示される。したがって、時間反転分極は
P = P1   P2 (A.49)
=
1
2
Z 
0
dk (Tr[a(k)]  Tr[a( k)])  i

log
w12()
w12(0)
(A.50)
で表される。ベリー接続行列と w行列の間に成り立つ関係式
Tr[a(k)] = Tr[a( k)] + iTr[wy@kw] (A.51)
を使えばさらに変形できて、
P =
1
2
Z 
0
dkiTr[wy(k)@kw(k)]  i

log
w12()
w12(0)
(A.52)
=
i
2
Z 
0
dk
@
@k
log (det[w(k)])  i

log
w12()
w12(0)
(A.53)
=
i
2
Z 
0
dk log
det[w()]
det[w(0)]
  i

log
w12()
w12(0)
: (A.54)
2行目への変形ではユニタリ行列に対して一般的に成り立つ公式Tr[wy@kw] = @k log(det[w])を用
いた。w行列が式 (A.36)の形のときには、det[w] = w212なので、結局時間反転分極は次式で表さ
れる。
P =
1
i
log
p
w12(0)2
w12(0)
w12()p
w12()2
: (A.55)
logの真数に注目すると、いかなる場合も+1か 1かのいずれかになることが分かる。すなわち、
Pは 0または 1のどちらかである。本来求めたかったのは P(T=2)と P(0)の差だったが、こ
れもやはり 0または 1の値のみをとる。
 = jP(T=2)  P(0)j (A.56)
=
(
0(P(T=2) = P(0))
1(P(T=2) 6= P(0))
(A.57)
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前節で求めたNChが任意の整数値をとれることと対照的である。この物理的意味は次のように与
えられる。 = 0のときは自明なサイクルと呼ばれ、有限の大きさを持つ試料においてもバンド
ギャップを保ったままサイクルが行われる。 = 1とときは非自明なサイクルと呼ばれ、有限の大
きさの試料では前節のNCh 6= 0のときと同様にバンドギャップを保ったままサイクルを回すこと
は不可能である。このときバンドギャップ内に必ずエッジ状態が現れる。時間反転対称性のある系
なので、左右の端に現れるスピンは逆方向であり、スピンポンプが行われる (ただし、一般的には
スピンと解釈できない)。 = 2の値をとることはできないが、これは 2つの状態がエッジに現れ
ることに相当する。この 2つの状態は混成してギャップをあけることができ、結局自明なサイクル
 = 0と同じ状況となる。以上から、は波動関数によって定義された空間のトポロジーを反映
するトポロジカル変数であるといえる。mod 2で決まっているので Z2指数や Z2不変量などと呼
ばれる。
A.1.3 Z2指数の 2次元、3次元への拡張
式 (A.55)および (A.56)を組み合わせるとより洗練された形でトポロジーを表現できる。
( 1) =
4Y
i=1
w12(i)p
w12(i)2
: (A.58)
ここで、1 = (k; t) = (0; 0);2 = (; 0);3 = (0; T=2);4 = (; T=2)である。ところで、前節
では tが時刻であることをあらわに用いていない。時間反転対称性に由来するクラマース対を持
ち、式 (A.28), (A.29)を満たしていれば、tで表されるパラメータが時刻である必要はない。ハミ
ルトニアンが時間に依存せず、時間反転対称性を持ち、周期的な 2次元系であれば、前節の議論
で k ! kx; t! ky と置き換えてもよい。このとき式 (A.58)に登場する i(i = 1; 2; 3; 4)は 2次元
ブリユアンゾーンにおける時間反転対称運動量 (time-reversal invariant momentum, TRIM)であ
る (図A.4)。時間反転対称運動量とは、時間反転操作を行っても元の運動量と等価であるような、
すなわち k = k+ma1 + na2　 (a1;a2は単位逆格子ベクトル、m;nは整数)を満たす運動量で
ある。この 4点の波動関数の情報から 2次元系におけるトポロジー、エッジ状態の有無を議論す
ることができる。
ここまで、2バンドが占有されている系でのトポロジーを議論してきた。この議論はN 対のク
ラマース対、2N 本のバンドが占有されている系に一般化できる。w行列は、式 (A.35)で定義され
るが、一般には 2N  2N の反対称行列となる。式 (A.58)は一般化すると次のような表式になる。
( 1) =
4Y
i=1
Pf[w(i)]p
det[w(i)]
: (A.59)
上式に現れる Pfはパフィアンと呼ばれる量で、2N  2N の反対称行列Aに対して次のように定
義される。
Pf[A] =
1
2nn!
X

sgn()
NY
i=1
A(2i 1)(2i) (A.60)
ここで、は 1; 2;    ; 2N の置換群の元、sgn()は完全半対称テンソルである。パフィアンと行列
式には (Pf[A])2 = det[A]という関係があるため、式 (A.59)の右辺は 1または-1、すなわち  = 0
もしくは  = 1となる。は系のトポロジーを表すZ2不変量で、 = 0ならトポロジカルに自明、
 = 1ならトポロジカルに非自明な系である。
134 付 録A トポロジカル絶縁体の理論
1Λ 2
Λ
3Λ4
Λ
1Λ
2Λ
4Λ
3Λ
(a) (b)
k
x
k
y
k
z
(c)
図 A.4: (a)正方 2次元格子上の互いに等価でない時間反転対称運動量 (TRIM)。(b)2次元三角格
子上の場合。破線で囲まれた灰色の領域は Brillouin zone。
3次元の物質の場合にも同様にトポロジカル不変量が定義できる。2次元のときと異なり、独立
なトポロジカル不変量が 4種類あるのが特徴である [62, 175]。わかりやすく書くと、まず TRIM
において定義される量
(i)  Pf[w(i)]p
det[w(i)]
(A.61)
を用いて、4つのトポロジカル不変量 i(i = 0; 1; 2; 3)は
( 1)0 
Y
nj=0;
(n1;n2;n3) (A.62)
( 1)i 
Y
nj 6=i=0;;ni=
(n1;n2;n3)(i = 1; 2; 3): (A.63)
0は 8つすべての TRIMの寄与を含む。一方で i(i = 1; 2; 3)は ki方向の座標を に固定して 2
次元系と同じく 4つの TRIMを使って定義される。例えば 1はあらわに書くと、
( 1)1 = (;0;0)(;;0)(;0;)(;;): (A.64)
0 = 1の絶縁体は強いトポロジカル絶縁体と呼ばれる。2015年時点で確認されているトポロジカ
ル絶縁体はすべて強いトポロジカル絶縁体である。強いというのは、試料の表面もしくは界面が
どのような方向を向いていてもそこに非自明な表面状態が現れるという意味である。0 = 0かつ
iのいずれかが 0ではない絶縁体は弱いトポロジカル絶縁体と呼ばれる。強いトポロジカル絶縁
体と異なり、特定の方向を向いた表面には非自明な表面状態が現れない。4つすべてのトポロジカ
ル不変量が 0となる絶縁体は自明な絶縁体である。4つの指数はまとめて (0; 123)と表される
ことが多い。
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また、時間反転対称性に加えて空間反転対称性もある場合にはさらにトポロジカル不変量の解
釈が簡単になることが知られている。式 (A.61)は n番目のクラマース対をなす状態の波動関数の
パリティn(i) = 1を用いて
(i) =
NY
n=1
n(i) (A.65)
に書き換えられる [62]。本来であれば w(i)を計算するために積分を行わなければならないとこ
ろを波動関数の対称性を確認するだけで容易に求められるようになる。
A.1.4 BHZ模型
ここでは現実に即した具体的なモデルハミルトニアンを解き系のトポロジーを議論する。Bernevig,
Hughes, Zhangはフェルミ準位近傍に位置する 4つのバンド、
js; "i ; js; #i ; jpx + ipy; "i ; jpx   ipy; #i (A.66)
を基底とし、最近接ホッピングのみを考慮したモデルを提唱した [2]。ji内の記号は、軌道 (s: s軌
道、パリティ+1、px  ipy : p軌道、パリティ-1)および電子スピンを表す。このモデルはBHZ模
型と呼ばれる。そのハミルトニアンは、座標表示で次のようになる。
HBHZ =
X
i
X
=s;p
X
sz=1
C
y
i;;sz
Ci;;sz
 
X
i
X
;
X
=x;y
X
sz=1
tszC
y
i+;;sz
Ci;;sz : (A.67)
ここで、Cyi;;szCi;;sz は格子 iの軌道にスピン szの電子をそれぞれ生成、消滅させる演算子、
は 軌道のエネルギー、tsz は格子間のとびうつりを記述するホッピング項で、あらわに書くと
tsz =
 
tss tspe
isz
tspe
 isz  tpp
!
: (A.68)
ただし、は飛び移る方向と x軸とがなす角度であり、格子の形状に依存する。ここでは正方格
子をとることにし、+x;+y; x; yに対応してそれぞれ  = 0; 2 ; ; 32 の値をとる。このハミル
トニアンを座標表示から波数表示に変換するため、消滅演算子を
Cj;;sz =
X
k
eijkCk;;sz (A.69)
のように Fourier変換すると
HBHZ = C
y
kHBHZ(k)Ck (A.70)
HBHZ(k) = d0(k)I +
5X
a=1
da(k) 
a: (A.71)
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上式の Cyk = (C
y
k;s;"; C
y
k;s;#; C
y
k;p;"; C
y
k;p;#)は 4成分のベクトルである。また、 
aは次のように擬
スピン成分とスピン成分の直積で定義される行列である。
 i  x 
 si =
 
0 si
si 0
!
(i = 1; 2; 3) (A.72)
 4  y 
 I =
 
0  iI
iI 0
!
(A.73)
 5  z 
 I =
 
I 0
0  I
!
: (A.74)
一般に (A.71)式の形で表されるハミルトニアンは固有エネルギーとして
E(k) = d0(k)
vuut 5X
a=1
da(k)2 (A.75)
を持つ。BHZ模型の場合、daの各成分はそれぞれ
d0(k) =
s + p
2
  (tss   tpp)(cos kx + cos ky) (A.76)
d1(k) = 0 (A.77)
d2(k) = 0 (A.78)
d3(k) = 2tsp sin ky (A.79)
d4(k) = 2tsp sin kx (A.80)
d5(k) =
s   p
2
  (tss + tpp)(cos kx + cos ky) (A.81)
である。
さて、以下では 4つのバンドのうち 2つが占有されている Half-lledの場合に系のトポロジー
がパラメータによってどのように移り変わるのかを見ていく。前節で述べたように、空間反転対
称性がある系では複雑な計算を必要とせず、固有状態のパリティに注目するだけでトポロジーの
議論が行える。結果をもう一度書くと、トポロジカル不変量 は
( 1) =
4Y
i=1
(i) =
4Y
i=1
Y
n=1
n(i) (A.82)
から求まる。nはエネルギーが低いほうから数えてn番目 (ただしフェルミエネルギー以下)のクラ
マース対の波動関数のパリティである。BHZ模型では 2組のクラマース対があり、ここではHalf-
lledの場合を考えているので結局フェルミエネルギー以下のただ 1組のクラマース対を考えれば
よい。TRIMは 2次元系なので全部で 4つあり、1 = (0; 0);2 = (; 0);3 = (0; );4 = (; )
と表すとする。各TRIMでのハミルトニアンを解き波動関数のパリティを求めたい。ここですべ
ての TRIMに対して d3(i) = d4(i) = 0であることに注目する。するとハミルトニアンが
HBHZ(i) =
 
d0(i) + d5(i) 0
0 d0(i)  d5(i)
!
(A.83)
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のように表される。ただし、各成分が 2行 2列の行列であることに留意する。このハミルトニア
ンは容易に解けて固有関数と固有エネルギーがそれぞれ
 E (A.84)
js; "i  ! d0(i) + d5(i) = E+ (A.85)
js; #i  ! d0(i) + d5(i) = E+ (A.86)
jpx + ipy; "i  ! d0(i)  d5(i) = E  (A.87)
jpx   ipy; #i  ! d0(i)  d5(i) = E  (A.88)
となる。js; "iと js; #i、jpx + ipy; "iと jpx   ipy; #iがそれぞれ縮退しているがこれはまさにクラ
マース縮退による。もし E+ > E であれば被占有バンドは p軌道でありパリティは  =  1、そ
うでないなら被占有バンドは s軌道になりパリティは  = +1となる。すなわち、
(i) =  sgn[d5(i)] (A.89)
( 1) = sgn[s   p
2
  2(tss + tpp)]
sgn[s   p
2
]
sgn[s   p
2
]
sgn[s   p
2
+ 2(tss + tpp)]
= sgn
"
s   p
2
2
  4(tss + tpp)2
#
: (A.90)
これより、パラメータの大小により 4つの領域に分かれ、それぞれで系のトポロジーが議論できる。
1. s   p > 4(tss + tpp)
現実の多くの絶縁体で実現されている条件である。(1) = (2) = (3) = (4) =  1
で、被占有状態は p軌道。トポロジカル不変量  = 0で通常の絶縁体相となる。
2. 4(tss + tpp) > s   p > 0
1 でバンドの反転が生じ、被占有状態が s 軌道となる。(1) = +1; (2) = (3) =
(4) =  1でトポロジカル不変量  =  1。トポロジカル絶縁体相である。
3. 0 > s   p >  4(tss + tpp)
2と3で同時にバンド反転が生じる。(1) = (2) = (3) = +1; (4) =  1でトポロ
ジカル不変量  =  1。トポロジカル絶縁体相である。
4.  4(tss + tpp) > s   p
4で新たにバンド反転が生じる。(1) = (2) = (3) = (4) = +1で、被占有状態は
すべて s軌道。トポロジカル不変量  = 0で通常の絶縁体相になる。
以上のように奇数個の TRIMでのバンド反転がトポロジカルに非自明な相の出現に重要である。
また、図A.5には系のトポロジーが移っていく様子をバルクのバンド分散によって示した。バルク
のエネルギー分散からはTrivialとTopologicalの区別をつけることができないことが分かる1。し
1ここでは端のないバルクの電子状態を考えている。エッジ (表面)状態も考慮に入れればトポロジカル相と自明な
相との区別は可能である。
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かし各エネルギーに対応する波動関数を調べるとトポロジカル相と自明な相では (kx; ky) = (0; 0)
でのパリティが反転している。それ以外の特徴としては相転移の瞬間にバンドギャップが 0になる
ことが挙げられる。ただしこれは後で議論するDirac-cone状の分散を持つ表面状態とは異なるも
のであることには注意する。
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図 A.5: Trivial, Topological相およびその遷移領域でのバルクの代表的なエネルギーバンド分散。
横軸は波数 kxで、ky を 0から まで振ってプロットした。ky = 0; の分散はそれぞれ赤実線と
青実線で示した。図中の s; pはそのエネルギーを持つ状態のパリティである。
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A.1.5 トポロジカル表面状態のバンド分散
前節ではBHZモデルを波数表示にして試料端のないバルクのバンド分散およびトポロジーを議
論した。試料端がないことを前提としたために当然エッジ状態は現れない。この節では系の大き
さを有限とし、エッジ状態を導出する。そのためにBHZハミルトニアンHBHZ(k)において長波
長極限をとる。式 (A.76)から (A.81)で sin kx ! kx; cos kx ! 1  12k2xとおくと
HBHZ(k) =
0BBB@
M +B(k2x + k
2
y) 0 Aky  iAkx
0 M +B(k2x + k
2
y)  iAkx  Aky
Aky iAkx  M  B(k2x + k2y) 0
iAkx  Aky 0  M  B(k2x + k2y)
1CCCA :(A.91)
ここで新しくM;A;Bを導入しそれぞれ
M =
s   p
2
  2(tss + tpp) (A.92)
A = 2tsp (A.93)
B =
tss + tpp
2
(A.94)
である。以下の議論では d0(k) = 0とおいている。この項はエネルギーシフトにかかわる項で、
エッジ状態の有無を議論する上では問題にならない。つまり電子と正孔が等価である系を考える。
これまで議論してきたように、トポロジカルに非自明な系では端に金属的なエッジ状態が現れ
る。それを導出するため、x方向には無限に分布するが、y方向には y > 0の範囲にしか電子が存
在しえないとする。したがって、kxはよい量子数であるが kyはよい量子数ではなくなる。もし金
属的な状態があるとすれば、電子と正孔の対称性と x方向の空間反転対称性から kx = 0にてエネ
ルギーE = 0の状態が存在することになる。エネルギーEは式 (A.91)で kx = 0とおいた行列の
永年方程式として解けて、
E = 
q
(M +Bk2y)
2 +A2k2y: (A.95)
ここで E = 0とおくと ky に関して 4つの虚数解が得られるが、バルクを考えている場合には物
理的な意味をなさない。kyは座標表示において eikyyの因子として登場し、虚数解を許すと無限遠
で波動関数が発散してしまうためである。しかし、ここでは y > 0の領域のみを考えればよいた
め、Imky > 0を満たす kyが解として許される。そのような解は常に 2つ存在し、それぞれ k1; k2
とおくと座標表示での波動関数が一般に
 (x; y) = c1e
ik1y1 + c2e
ik2y2 (A.96)
で表される。ここで c1; c2は定数で i(i = 1; 2)はHBHZ(0; ki)i = 0を満たす 4成分ベクトルで
ある。y = 0での境界条件は  (x; 0) = 0なので
c11 + c22 = 0 (A.97)
が満たされていなければならない。これは 1と 2が互いに一次従属の関係にあることを意味す
る。iの候補としては
1i =
0BBB@
M +Bk2i
0
Aki
0
1CCCA ; 2i =
0BBB@
0
M +Bk2i
0
 Aki
1CCCA ; 3i =
0BBB@
 Aki
0
M +Bk2i
0
1CCCA ; 4i =
0BBB@
0
Aki
0
M +Bk2i
1CCCA(A.98)
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の 4つがある。式 (A.97)を満たす可能性があるのは 11 k 12または 11 k 32である。結局どちら
も同値であるが 11 k 12となる条件は
M +Bk21
Ak1
=
M +Bk22
Ak2
(A.99)
(k1   k2)(M  Bk1k2) = 0: (A.100)
k1 6= k2 でないと波動関数が非零にならないので k1   k2 の因子は無視できる。k1; k2 は A.95を
0とおいた方程式の解であること、 k1; k2もまた解であることから方程式の係数と解の関係に
より、
k21k
2
2 =
M2
B2
: (A.101)
Imk1, Imk2 > 0なので k1k2 < 0である。これらを考慮に入れると y > 0に限られた系で金属的な
エッジ状態が存在する条件は
sgn

M
B

=  1: (A.102)
B > 0とするとエッジ状態が存在する条件は
M =
s   p
2
  2(tss + tpp) < 0: (A.103)
これは前節で導出した、1の 1点でパリティが反転してトポロジカル相になる条件と同一である。
エッジ状態は固有ベクトルの形 (式 (A.98))から電子スピン上向きの空間で張られる状態 (j"i)と
下向きの空間で張られる状態 (j#i)がある。エッジ状態のみを考える場合は、この 2つの状態に投
影したハミルトニアンを考えればよい。つまり、有効ハミルトニアンHsurf (kx)を
Hedge(kx) = hkx; jHBHZ jkx; i (A.104)
のように基底を取り直す。その結果、次の形でエッジ状態の有効ハミルトニアンが求まる。
Hedge(kx) =
 
 Akx 0
0 Akx
!
: (A.105)
このハミルトニアンが意味するところは、スピン sz = の電子に対してエネルギーがE(kx; sz) =
 szAkx の形の分散を持つということである。これは直線的な分散を持つディラックコーンであ
る。このとき、各状態の群速度は v = dE~dkx =  szA=~で、逆向きのスピンをもつ電子が互いに逆
方向に速度 vF = A=~で運動している。
同様に 3次元トポロジカル相の 2次元的な端に現れる表面状態も議論できる。3次元物質のモデ
ルハミルトニアンは [72,138,176]
H(k) = (k)I +
0BBB@
M(k) 0 A0kz Ak 
0 M(k) Ak+  A0kz
A0kz Ak   M(k) 0
Ak+  A0kz 0  M(k)
1CCCA : (A.106)
ここで、k = kx  iky、M(k) =M0 +B0k2z +B(k2x + k2y)、(k) = C0 +C 0k2z +C(k2x + k2y)であ
る。系が z方向に対して異方的である可能性も考慮している。z方向を z > 0の範囲に限定して束
縛状態を導きハミルトニアンをその状態に投影することで表面状態のハミルトニアンが
Hsurf (kx; ky) =
 
0 iAk 
 iAk+ 0
!
= A(kyx   kxy) (A.107)
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の形で得られる。ただし基底は sz = +1; 1の順番である。
これを解くとエネルギーと波動関数が
j k;si = 1p
2
 
1
 isei
!
(A.108)
Ek;s = sAjkj: (A.109)
ここで ei = k+jkj ; s = 1と定義する。2次元トポロジカル絶縁体の場合と異なり、z方向のスピン
はよい量子数ではない。各方向のスピンの成分の期待値はそれぞれ、
hsxi = s sin  (A.110)
hsyi =  s cos  (A.111)
hszi = 0: (A.112)
群速度は ~v = ~ 1~rkE = (sA cos =~; sA sin =~)なので
~s  ~v = 0: (A.113)
運動する方向とスピンとが必ず直交することを意味する。この強い結びつきは 3次元トポロジカ
ル絶縁体の表面状態における大きな特徴であり、スピン運動量ロッキングと呼ばれる。また、エ
ネルギーの表式 E /
q
k2x + k
2
y の形は、3次元空間 (kx; ky; E)に図示すると円錐形になる。その
ため、この形ので表されるバンド分散はディラックコーン (Dirac cone)と呼ばれる。kx = ky = 0
の点は円錐の頂点であり、ディラック点 (Dirac point)と呼ばれる。
A.1.6 補足
時間反転演算子
時間反転演算子とは任意の状態 j (t)iに対して
 j (t)i = j ( t)i (A.114)
を満たす演算子である。まず、1成分の波動関数に対して Schrodinger方程式
i~
@
@t
 (t) = H (t) (A.115)
H =
p2
2m
+ V (r) (A.116)
が成り立っている状況を考える。もっとも単純な可能性は (t) =  ( t)であるが、これを仮定
すると
i~
@
@t
 (t) =  i~ @
@( t) ( t) (A.117)
=  H ( t) 6=  (t) (A.118)
となり、Schrodinger方程式を満たさなくなってしまう。これは、Schrodinger方程式が tの 1次の
微分を含むため、-1のファクターが現れるためである。それを避けるためには時間反転演算子を
 = K (A.119)
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と定義すればよい。K は左から作用して複素共役をとる演算子である。 (t)が Schrodinger方
程式を満たすことは以下のように容易に示される。
i~
@
@t
 (t) = (i)~
@
@( t) 
( t) (A.120)
= H ( t) =  (t): (A.121)
運動量と位置座標は次のように変換される1。
p  !  p (A.122)
r  ! r (A.123)
なお、は線型演算子ではないことに注意しなくてはならない。
(a + b) = a + b (A.124)
6= a + b: (A.125)
次はスピン 1/2を持つ粒子の 2成分スピノルに対する時間反転演算子を考える。スピンも考慮
する必要があるため、 1r = r; 1p =  pのみならず、 1 =  も要請される。先述
のように = Kとしただけでは、 1(x; y; z) = (x; y; z)であり満たさない。ここでは
 =  iyK (A.126)
とすると時間反転演算子となる。また、直観と反するが、スピン 1/2の時間反転演算子を 2回作
用させたものは恒等演算子ではない。
2 = iyKiyK (A.127)
= iy( i)( y) (A.128)
2 =  1: (A.129)
次に、時間反転演算子を作用させた状態に別の状態を作用させるとどうなるかを見てみる。
h ji = h j   iyK ji (A.130)
=  i
X
0
h ji hjy j0i h0jK j i (A.131)
=  i
X
0
hjKfj0i h0jy ji hj i (A.132)
=  i hjKy j i (A.133)
= hj iyK j i (A.134)
=  hj i : (A.135)
これを応用すると次の公式を導ける。
h ji =  hj j i (A.136)
=  hj2 j i (A.137)
= hj i : (A.138)
この 2つをまとめて、
h ji =  hj i (A.139)
h ji = hj i : (A.140)
1p  !  1   i~ @
@r

 = i~ @
@r
=  p
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Kramers縮退
スピン 1/2で時間反転対称性を持つ系を考える。すなわち [H;] = 0が成り立っている系で
ある。時間反転対称な系では状態が必ず二重以上に縮退していることを以下のように背理法で示
せる。
状態 jniはH の固有状態でエネルギー固有値 Enを持ち、なおかつ縮退していないとする。こ
の状態を時間反転させた状態 jniもH の固有状態でエネルギー固有値Enを持つ。
H jni = H jni (A.141)
= En jni : (A.142)
jniは縮退していないので jniは位相因子を除いて jniに等しい。
 jni = ei jni : (A.143)
上式にさらにを作用させることで、
2 jni = ei jni (A.144)
= e i jni (A.145)
= jni (A.146)
が得られる。一方、式 (A.129)からは
2 jni =   jni (A.147)
なので、矛盾が生じる。したがってエネルギー固有値 En の状態は少なくとも 2重に縮退してい
る。これをKramers縮退と呼ぶ。
次に、時間反転対称性とともに並進対称性もある場合を考える。ハミルトニアンHの固有状態
は Blochの定理より
Heikr junki = Enkeikr junki : (A.148)
ここで新たにH(k) = e ikrHeikrを定義して、時間反転に対する応答を見る。
 1H(k) =  H(k) (A.149)
=  eikrHeikr (A.150)
=  eikrHe ikr2 (A.151)
= H( k): (A.152)
これにより運動量 kの状態が時間反転すると  kの状態になることが分かる。さらに前段落と同
様の議論を行うことでバンドインデックス nも異なることを示せる。
 juki = ju ki (A.153)
Ek = E k: (A.154)
つまり、時間反転操作を通じて 2つのバンドが対になっている。これをKramers対と呼ぶ。例と
してはRashba効果によって波数方向に分裂したバンドがあげられる。
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ベリー接続行列と w行列の関係式
ここではA.1.2節で用いたベリー接続行列とw行列の関係式を導く。文中でも示したが、ベリー
接続行列 aと w行列の定義は
aij(k) = huikj   i @
@k
jujki (A.155)
wij(k) = hui( k)j juj(k)i : (A.156)
ベリー接続行列の成分を次のように変形する。
a( k) =  i hu; kj @
@( k) ju; ki
= i
 X
0
w0(k) hu0;kj
!
@
@k
0@X
0
w0(k) ju0;ki
1A
= i
X
00
w0(k)w

0(k) hu0;kj
@
@k
ju0;ki+ i
X
00
hu0;kju0;kiw0(k) @
@k
w0(k)
= i
X
00
w0(k)w

0(k) h
@
@k
u0;kju0;ki+ i
X
00
00w0(k)
@
@k
w0(k)
=  i
X
00
w0(k)w

0(k) hu0;kj
@
@k
u0;ki+ i
X
0
w0(k)
@
@k
w0(k)
=
X
00
w0(k)w

0(k)a00(k) + i
X
0
w0(k)
@
@k
w0(k)
=
X
00
w0(k)w

0(k)a00(k) + i
X
0
w0(k)
@
@k
w0(k): (A.157)
ここからさらに aij(k) = aij(k)の性質を使えば、
a( k) =
X
00
w0(k)a

00(k)w
y
0(k) + i
X
0
w0(k)
@
@k
wy0(k): (A.158)
行列の形式に書き直すと
a( k) = w(k)a(k)wy(k) + iw(k) @
@k
wy(k): (A.159)
この両辺のトレースをとり、Tr[a(k)]=Tr[a(k)]であることなどを使って整理すると目的の式で
ある
Tr[a(k)] = Tr[a( k)] + iTr[wy@kw] (A.160)
が導かれる。
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